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AVERTISSEMENT 


DE LA TROISIÈME ÉDITION 


Cette nouvelle édition de notre « Précis d'Algebre » 
a été soigneusement revue et augmentée de facon à étre 
exactement conforme aux nouveaux programmes du 
27 juillet 1905 pour les Classes de Troisième B, Se- 
conde et Premiere C et D. 

A cet effet, nous avons, en dehors de quelques addi- 
tions et corrections de moindre importance, divisé notre 
ancien Chapitre VIT en deux nouveaux chapitres, l'un 
(nouveau Chap. VIT) réservé à l'étude des variations de 
fonctions sans l'emploides dérivées, l'autre (Chap. VIIT) 
consacré à l'étude des dérivées et de leurs applications. 

Les $ 3 du Chapitre VII (variation des fonctions de 
lignes trigonométriques), À 3 et 4 du Chapitre VIII 
(théoremes généraux sur les dérivées et applications au 
mouvement rectiligne), destinés aux éleves de Premiere 
C et D, sont entierement nouveaux. 

Nous nous sommes efforcé de les rédiger dans le 


méme esprit que le reste de l'ouvrage el nous avons Pro- 


685495 


fité de cette révision pour augmenter encore le nombre 
des exercices proposés. 

Nous rappellerons en terminant que ce Précis com- 
prend, sous la même forme, toutes les matieres de nos 
« Éléments d’Algèbre » ; ceci dans le but de faciliter 
aux professeurs l'enseignement à deux divisions réunies. 

On pourra donc, avec ces deux volumes, réunir les 
eleves des deux Troisieme À et B pour leur enseigner 
les parties communes de leurs programmes d'Algebre, 
tout en leur mettant entre les mains deux volumes dis- 
tincts, mais concordants sur ces parties communes. 

Les exercices proposés seuls different dans les deux 


volumes. 
CARLO BOURLET. 


EXTRAIT DES PROGRAMMES OFFICIELS 


DU 27 JUILLET 1905 


ALGÈBRE 


CLASSE DE TROISIÈME B 

Nombres positifs et négatifs. Opérations. Applications concrètes. 

Monômes, polynômes. 

Addition, soustraction, multiplication des monômes et des polynômes. 
Identité : x -am—{x—a){an-t+ aan? 1... + at), 

Division des monômes. 

Équations numériques du premier degré à une ou à deux inconnues. 

Variation et signe de l'expression ax + b; représentation graphique. 

Equations du second degré. Relations entre les coefficients et les 


racines. 
ax + b 


Variations du trinôme du second degré, de la fonction EPA e ; r'epré- 
do ) 


sentation graphique. 
Usage des tables de logarithmes et d’antilogarithmes à quatre déci- 
males. Intérêts composés. 


CLASSE DE SECONDE C D 


Opérations sur les nombres positifs ou négatifs. 
Monômes; polynômes ; termes semblables. 


Opérations. — Addition, soustraction, multiplication des monûmes et 
des polynômes : 
Identité : 2m -a—{(x—a){(an-t+axm +... +amti), 


Division des monômes. 

Résolution des équations du premier degré à une inconnue. Inégalité 
du premier degré. Résolution et discussion de deux équations du pre- 
mier degré à deux inconnues. 

Problèmes ; mise en équation. Discussion des résultats. 

Variation de l'expression ax +b; représentation graphique. 

Equation du second degré à une inconnue (on ne fera pas la théorie 
des imaginaires). Relations entre les coefficients et les racines. 

Existence et signe des racines. Etude du trinôme du second degré. 
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Inégalité du second degré. Problèmes du second degré. Variation du 
trinôme du second degré; représentation graphique. 


- ax Œ : : 
Variation de l'expression FPE ; représentation graphique. 


+ b’ 
Notion de la dérivée; signification géométrique de la dérivée. Le 
signe de la dérivée indique le sens de la variation; applications à des 
exemples numériques très simples et en particulier aux fonctions étu- 
diées précédemment. 
Progressions arithmétiques et progressions géométriques. Loga-" 
rithmes. 
Usage des tables de logarithmes à quatre ou cinq décimales. 


Intérêts composés. 

Nota. — Pour ce qui est des logarithmes, on se proposera essentielle- 
ment de familiariser les élèves avec l’usage des tables. 

Les professeurs pourront donner des indications très sommaires sur 
la théorie déduite soit de l'étude des progressions, soit de l’étude des 
exposants. 

CLASSE DE PREMIERE C D 

Équation et trinôme du second degré. Cas où la variable est une 
ligne trigonométrique. 

Calcul des dérivées de fonctions simples. Étude des variations et de 
la représentation graphique. 

Étude d’un mouvement rectiligne au moyen de la théorie des dérivées. 
Vitesse et accélération. Mouvement uniformément varié. 

[Les professeurs devront appliquer les théories de l'algèbre à de 
nombreux exemples empruntés soit à l'algèbre, soit à la trigonométrie, 
soit à la géométrie.] 
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CHAPITRE PREMIER 


NOMBRES POSITIFS ET NÉGATIFS 


0 4. — Généralités. 


4. — But de l’algèbre. — L'algébre à pour objet de 
généraliser les calculs de l’arithmétique; de donner des 
règles simples pour la résolution des problèmes numé- 
riques et de fournir des formules représentant, sous une 
forme condensée, le résultat d’un type de problèmes. 

Pour atteindre ce but, elle emploie les lettres et les 
signes. 


2. — Emploi des lettres. — Les lettres servent à re- 
présenter les nombres. 
Au lieu de raisonner, comme en arithmétique, sur des 


2 , 
nombres : 4, 5, =, etc., on raisonne sur des lettres : à, b, 


C,... @, y... censées représenter des nombres connus ou 
à connaître. Les résultats auxquels on parvient ainsi 
offrent une grande généralité, car, comme on ne précise 
pas sur quels nombres on opère, ils sont vrais pour tous 
les nombres. 


3. — Signes. — On fait usage, en algèbre, des signes 
que l’on emploie en arithmétique et de quelques autres 
que nous aurons occasion de définir au cours de l’ou- 
vrage. 

Nous rappelons brièvement les significations des signes 
de l’arithmétique. 
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4. — Signes opératoires. 

+ est le signe de l'addition; il se prononce plus. 

— est le signe de la soustraction, il se prononce 
moins. 

+ est le signe de la multiplication; il se prononce mul- 
tiplié par. Lorsqu'on représente les nombres par des let- 
tres, on emploie souvent un point, ou même on se con- 
tente d'écrire les deux lettres qui représentent les nom- 
bres à multiplier l'une à la suite de l’autre sans intercaler 
aucun signe. 


Ainsi, a >< b, a-b et ab représentent également le produit de. 
a par b. 

: est le signe de la division: il se prononce divisé par. 
En algèbre, on emploie de préférence le trait de frac- 
tion pour indiquer la division. 


Ainsi, , et a : b. indiquent, l’un et l’autre, le quotient de a par b, 


mais on emploie plutôt la première notation. 

On appelle puissance le produit de plusieurs facteurs 
égaux. L'exposant de la puissance est le nombre de ces 
facteurs. Pour écrire une puissance, on emploie une écri- 
ture abrégée, qui consiste à écrire une seule fois la va- 
leur commune des facteurs égaux et à placer en haut à 
‘droite l'exposant. 

Ainsi, au lieu d'écrire 4X 4 X 4 on écrit 45. Au lieu de aaaa, 


on écrit at, De même, a” représente le produit de m facteurs égaux 
à a; c’est ce qu’on appelle la puissance mî"e de a. 


V est le signe de l'extraction de la racine carrée. 
5 = L2 s . . LI 
V est le signe d'extraction de la racine cubique. 


Plus généralement, Ve est le signe de l'extraction de la 


à ma on 
racine mème; c'est-à-dire que Va représente un nombre 
dont la puissance mième est égale à a. 


— “ = 4 —— “ 
Par exemple, V 4 représente la racine carrée de 4; V3: représente 


NOMBRES POSITIFS ET NÉGATIFS. 3 
la racine quatrième de 81, c’est-à-dire le nombre dont la puissance 
quatrième est égale à 8r (ici c'est 3). 

5. — Signes de comparaison : 

— est le signe de l'égalité ; il se prononce égale. 

= indique la non-égalité ; il se prononce différent de. 

> s'’énonce plus grand que. : 4 A 

< s’énonce plus petit que. DAENEA de HÉEANS 

Ainsi, On a : 

HOT) M -HIZ26 00 aa 3. 

et on dit : 4 + 3 égale 7, 4 + 3 différent de 6, 3 plus grand que », 
2 plus petit que 5. 

On emploie aussi quelquefois les signes de l'égalité et 
de l'inégalité combinés. 

= indique supérieur ou égal à. 

signifie inférieur ou égal à. 

Par exemple, a = b signifie : a supérieur ou égal à b. 


6. — Parenthèses. — Lorsqu'on place une quantité 


entre parenthèses ( ): entre crochets | | ou entre 


accolades < on indique par là que cette quantité forme 


un {out inséparable. 

Lorsqu'on met une opération entre parenthèses, on in- 
dique par là que l'opération est considérée comme 
effectuée. 


Ainsi, 4 + 3— 5 indique des opérations à effectuer sur les nom- 
bres 4, 3, 5; au contraire, (4 + 3 — 5) représente Le résultat de ces 
opérations supposées effectuées. 

Les deux expressions 

44+3X5 +2 
et (4+5) X< (5 + 2) 
représentent deux suites d'opérations fort différentes. La première 
indique qu’à 4 on doit ajouter le produit de 3 par 5, puis au résultat 
le nombre 2, Le résultat est donc 21. 
La seconde indique qu'on doit ajouter d'une part 4 et 3 et d'autre 
art 5 et 2, puis multiolier les deux sommes effectuées. Le résultat est 
He 49. 
_ De même, (a+b+c) (d+f+5) 
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signifie qu'il faut multiplier la somme à + b + c effectuée, par la 
somme d + f + g également effectuée. 


7. — Problèmes. — Résoudre un problème, c'est cal- 
culer certaines quantités qu’on appelle les inconnues, con- 
naissant d’autres quantités appelées données, et sachant qu'il 
existe entre les données et les inconnues certaines relations. 

Énoncer le problème, c'est exprimer, en langage ordi- 
naire, les relations qui existent entre les données et les 
inconnues. 

Les valeurs des inconnues sont ce qu'on appelle les solu- 
tions. 


8. — Avantages de l’usage des lettres.— Pour bien 
faire comprendre comment l'usage des lettres permet de 
généraliser certaines questions, nous traiterons un 
exemple simple. 

Supposons qu'il s'agisse de résoudre le problème sui- 
vant : 

Un train marche à la vitesse de 45 kilomètres à l'heure. 
Quelle distance aura-t-il parcouru en 2 heures et demie? 

La règle de trois d’arithmétique nous donne immédia- 
tement la solution. Le train, faisant 45 kilomètres en une 
heure, fera 45 xX 2,5, soit 112,5 kilomètres en 2 heures et 
demie. 

Il est clair qu'on pourra, en changeant simplement les 
valeurs numériques des deux données, à savoir la vitesse 
du train et le temps de marche, imaginer un grand nom- 
bre de problèmes du même type. En arithmétique, il fau- 
dra, pour chaque cas, recommencer le problème tout entier. 

Au contraire, en algèbre, grâce à l'emploi des lettres, 
on pourra faire le problème une fois pour toutes. 

Désignons, en effet, par v la vitesse du train et par f le 
temps pendant lequel il marche 

Puisqu'en une heure, le train fait v kilomètres, en 4 
heures, il fera v x< { ou ot kilomètres. La distance parcou- 
rue est v{ et, si on la désigne par æ, on a : 

(1) LE NUT. 
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Si, maintenant, on veut résoudre un problème quelcon- 
que du type précédent, il suffit, dans cette égalité, de 
remplacer les lettres v et { par les nombres qu'elles repré- 
sentent. 

Ainsi, si le train marche 3 heures, à 50 kilomètres à 
l'heure, la distance parcourue est : 

æ— bo X3—150 kilomètres. 
en remplaçant, dans l'égalité (1), v par 50 et { par 3 


9. — Formules. — Une égalité telle que l'égalité (1), qui 
donne la valeur d’une inconnue au moyen de données 
représentées par des lettres, est ce qu'on appelle une for- 
mule. 


Une formule est donc une égalité qui donne, sous forme 
abrégée, la suite des calculs qu'il faut effectuer sur les don- 
nées d'un problème pour obtenir la valeur d'une inconnue. 
Elle contient la solution de tous les problèmes d'un même 


type. 


Ainsi, la formule (1) donne la solution de tout problème dans lequel 
il s'agit de calculer la distance parcourue par un mobile, connaissant 
sa vitesse et le temps du parcours. 

Nous avons déjà fait usage de formules en arithmétique. Ainsi nous 
avions déjà employé! la formule e—vt. De mème, nous avons 
donné ? la formule de l’intérèt simple : 


l 


100 1 : 





lait. 


où I désigne l'intérêt du capital 4, placé au taux { pendant N années. 


9 > — Définitions. 
10. — Grandeurs susceptibles d’être comptées 
dans deux sens différents. — On rencontre, à chaque 


instant, des exemples de grandeurs susceptibles d’être 
comptées dans deux sens différents ou d’avoir deux accep- 
tions opposées. 


4. Voir dans notre Cours abrégé d'arithmétique, page 274, n° 658. 
2. Cours abrégé d'arilhmétique : pages 347 et 348, n° 816. 
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41. — Doit et avoir. — Le bilan d’un certain nombre 
d'opérations effectuées par un banquier ou un commer- 
cant est une certaine somme d'argent. Cette somme est 
soit une recette, soit un débours. 


12. — Température. — Le thermomètre est un ins- 
trument qui sert à mesurer la température. La tempé- 
rature est susceptible d’être comptée dans deux sens 
différents. En effet, dans le thermomètre centigrade, une 
colonne de liquide (mercure ou alcool), se meut dans un 
tube étroit de verre. Ce tube porte une graduation. Le 
chiffre o est inscrit sur cette graduation au point où s’ar- 
rête la colonne lorsqu'on plonge l'instrument dans de la 
glace fondante. Si on met le thermomètre en contact 
avec un corps plus chaud que la glace fondante, la 
colonne s'arrête en un point de la graduation situé 
au-dessus du zéro. Au contraire, si le corps est plus froid 
que la glace fondante, la colonne descend au-dessous 
du zéro. La température d’un corps peut donc être mesu- 
rée par un certain nombre de degrés centigrades, soit au- 
dessus, soil au-dessous de zéro. 


143. — Distances. — Considérons encore un mobile 
qui se meut sur une ligne droite. Supposons qu'il parte 
d'un point A de la droite et qu’il décrive un certain che- 
min. [Il peut, en partant de A, marcher dans deux sens 
différents, aller vers la gauche ou vers la droite. 

Le chemin parcouru peut donc être compté dans deux 
sens opposés. 


14. — Insuffisance des nombres arithmétiques 
pour mesurer ces grandeurs. — Comme nous l'avons 
dit plus haut, l'un des buts principaux de l’algèbre est de 
construire des formules (n° 9) qui fournissent les solu- 
tions de tous les problèmes d’un même type. 

Lorsque l’inconnue dont la formule doit donner la va- 
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leur est une quantité susceptible d’être comptée dans deux 
sens différents, il faut, non seulement connaître sa valeur 
numérique, mais encore le sens dans lequel elle est comp- 
tée. Si l’on mesurait ces grandeurs avec les nombres de 
l’arithmétique, une formule ne pourrait donner que la va- 
leur numérique de l’inconnue et l’on ne connaîtrait pas 
son sens. 

De là découle déjà la nécessité de créer de nouveaux 
nombres indiquant non seulement les valeurs numériques 
des quantités qu'ils mesurent, mais aussi leurs sens. 


45. — Mais il y a plus. Une formule, pour être vraiment 
générale, doit pouvoir servir dans tous les cas. Or, il est 
facile de voir que les nombres arithmétiques ne permet- 
tent pas toujours de le faire. 


Reprenons l'exemple du n° 14. 

Supposons qu'un commerçant fasse deux opérations successives. 

1° S'il fait deux recettes, l’une de A francs, l’autre de B francs, 
le bilan des deux opérations sera une recelte de À + B francs. 

2° S'il fait une recette de À francs et un débours de B francs et 
si la recette est plus forte que le débours, le bilan sera une recette de 
A—B francs. Si au contraire la recette est plus petite que le débours, 
le bilan sera un débours de B— A francs. 

3° Enfin, s’il fait deux débours de A et B francs, le bilan final sera 
un débours de À + B francs. 

On voit donc que si on appelle X le bilan on aura, suivant les cas, 


X—A+B, 
X—A—B, 
XP A 


Non seulement la formule n'indique pas si le bilan est un débours 
ou une recette, mais encore ce n’est pas toujours la même formule. 
Nous verrons plus loin (n° 28) que précisément, grâce à l'introduc- 
tion des nombres algébriques que nous allons définir, on pourra donner 
une formule unique, bonne dans tous les cas, qui, à elle seule, indi- 
quera le sens du résultat. 


46. — Ce qui précède nous montre donc que, pour pouvoir 
obtenir des formules générales, il faut ajouter aux nom- 
bres qui mesurent les grandeurs précitées quelque chose, 


un signe par exemple, qui soit propre à indiquer le sens 
dans lequel on les compte. 
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Pour des raisons que nous ne pouvons donner ici, on a . 
été conduit à choisir comme signes distinctifs les signes 
+ et — de l'addition et de la soustraction. 

Les applications que nous ferons dans la suite suffiront 
d'ailleurs à justifier ce choix. 

47. — Nombres positifs et négatifs. — On appelle 
nombre positif un nombre arithmétique autre que zéro pré- 
cédé du signe +. 

On appelle nombre négatif un nombre arithmétique autre 
que zéro précédé du signe —. 


L'ensemble des nombres positifs et négatifs, auxquels on 
adjoint le nombre zéro qui n'a aucun signe, forme ce qu'on 
appelle les nombres algébriques. 

Ainsi, + 4, qui se lit : plus quatre, est un nombre positif. 

— 25, qui se lit : moins vingt-cinq, est un nombre négatif. 

Ces nombres servent à mesurer les grandeurs suscepti- 
bles d’être comptées dans deux sens différents. 

Ainsi, si le bilan d'un commercant est une recette de 215 francs, 
il à 215 francs de plus en caisse. Le bilan est + 215 francs. 

Si, au contraire ce bilan est un débours de 128 francs, le commer- 
çant a 128 francs de moins en caisse. Le bilan est — 128 francs. 

18. — Nous représenterons les nombres algébriques 
par des lettres, mais dans la suite de ce chapitre, pour 
éviter toute confusion, nous emploierons toujours les 
petites lettres pour désigner les nombres algébriques et les 
grandes lettres pour désigner des nombres arithmétiques. 


49. — Il faut remarquer avec soin que les signes dis- 
tinctifs + et — des nombres positifs et négatifs n'ont, 
jusqu'à nouvel ordre du moins, aucune signification opé- 
ratoire. Ils font corps avec eux. Lorsque ce sera néces- 
saire, pour empêcher toute méprise, nous enfermerons le 
nombre et son signe dans des parenthèses pour bien indi- 
quer que les deux forment un tout inséparable. 

20. — Valeur absolue. — On appelle valeur absolue 


d'un nombre algébrique, le nombre arithmétique obtenu en 
supprimant son signe. 
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Pour indiquer la valeur absolue d'un nombre, on le 
place entre deux barres verticales. Ainsi, | a | signifie 
valeur absolue de a. 

|+H41—= 4, PARUS? 1107 ME O: 


21.— Convention. — Tout nombre positif est égal à sa 
valeur absolue. 


2 2 


Cette convention, comme nous le verrons dans la suite, 
n'introduira aucune contradiction. Grâce à elle, les nom- 
bres positifs sont identiques aux nombres arithmétiques. 
Les seuls nombres nouveaux sont donc les nombres néga- 
tifs. 


22. — Égalité. — Deux nombrés algébriques sont dits 
égaux lorsqu'ils ont même valeur absolne et même signe. 
Dans le cas contraire, ils sont dits inégaux. 


On emploie les signes habituels — (égal), et -£ (inégal). 
23. — Deux nombres algébriques sont dits opposés lorsqu'ils 
ont même valeur absolue et des signes contraires. 


Ainsi : + 3 et —3, + et—— 


2 


à 3. — Addition et Soustraction. 


24. — Somme de deux nombres. — Étant donnés deux 
nombres algébriques, on appelle somme de ces deux nombres 
le nombre obtenu de la façon suivante : 

1° Si les deux nombres sont de même signe on fait la somme 
arithmétique des valeurs absolues et on lui donne le signe 
commun des deux nombres. 

2° Si les deux nombres sont de signes contraires, on fait la 
différence arithmétique des valeurs absolues et on lui donne 
le signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur 
absolue. Dans le cas particulier où les deux nombres sont 
opposés, leur somme est 0. ; 

3° Si l'un des deux nombres est 0, la somme est égale à 
l’autre. 


Nous emploierons pour désigner la somme le signe 
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ordinaire +, mais pour ne pas faire de confusions, nous 
aurons soin de placer chaque nombre et son signe entre 
parenthèses. 


Ainsi : (+3)+(+2)=+5, 
(+3)+(—2)=+:1, 
(—3)+(+2)—=—:1, 
(—3)+(—2)——5, 

(— 3) + MES 
25. — Somme de plusieurs nombres. — Étant 


donnés plusieurs nombres, pour faire leur somme : 

1° Si tous ces nombres sont de même signe, on fait la 
somme arithmétique des valeurs absolues et on lui donne le 
signe commun de tous ces nombres. 

2° Si tous les nombres ne sont pas de même signe, on fait, 
séparément, la somme de tous les nombres positifs et celle 
de tous les nombres négatifs, et on ajoute, d’après la règle 
du n° 24, les deux nombres, l’un positif, l'autre négatif, ainsi 
obtenus. 


Par exemple, 


26. — Simplification d'écriture. — Lorsque les 
nombres qu'il s’agit d'ajouter ne sont pas représentés par 
des lettres, on se contente, pour indiquer leur somme de 
les écrire à la suite les uns des autres. 

Ainsi, au lieu d'écrire : 

Ab eee) 
on écrit, plus simplement, 
de même 
4) + (5) + (2) RS), 
(5,19) PO) TA ÉESIEESS, 
— + 15 — 10 + 2 — 3 — 8. 


Lorsque le premier nombre écrit est positif, on peut même suppri- 
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mer le signe + qui le précède puisque ce nombre est égal à sa valeur 
absolue. 
On écrira donc ainsi les sommes précédentes : 


4—5—2+3 et 15— 10 + 2 —3—8. 


27. — Remarque importante. — De la simplification 
d'écriture qui précède il résulte qu’une même expression 
peut avoir deux sens: l’un arithmétique, l'autre algé- 
brique. Il est facile de voir que ceci ne conduit à aucune 
contradiction. 

Ainsi l'expression 

15— 10 +2—3 
peut être considérée à volonté comme définie en arithmé- 
tique ou en algèbre. 

Au point de vue arithmétique, elle indique que de 15 on 
retranche 10, qu'au résultat on ajoute 2 et que de ce der- 
nier on retranche 3. 

Au point de vue algébrique, elle indique la somme des 
quatre nombres + 15,— 10, + 2, —3. 

Quelle que soit la manière d'envisager cette expression, 
Ie résultat est toujours le même. Car, dans les deux cas, 
elle est égale à l’excès de la somme des valeurs absolues 
des nombres positifs sur la somme des valeurs absolues 
des nombres négatifs. C’est 17 — 13 —4. 


28. — Recettes et dépenses. — Supposons qu'une 
personne ait fait un certain nombre de recettes et un cer- 
tain nombre de dépenses. Il est clair que pour avoir le 
résultat final des opérations il suffira d’abord de faire la 
somme de toutes les recettes : ce sera la recette totale ; 
ensuite la somme des dépenses : ce qui sera la dépense 
totale. On fera ensuite la différence des deux sommes. Si 
la recette totale est plus grande que la dépense totale, 
cette différence sera une recelte; si au contraire c’est la 
dépense qui est la plus grande, la différence sera une 
dépense. 

Or, si on convient d’affecter toutes les recettes du signe 
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+ et les dépenses du signe —, les opérations précé- 
dentes fournissent précisément la somme des nombres 
algébriques en question. Le signe du résultat indique sa 
nature. 

Donc, pour obtenir le bilan d'un certain nombre de recettes 
et de dépenses, il suffit d'affecter les recettes du signe + el 
les dépenses du signe — et de faire la somme de ces nombres 
algébriques. 

PROBLÈME I. — Un commercant a, successivement, vendu 
une pièce de drap pour 125 francs et une autre pour 242 francs ; 
acheté une pièce pour 175 francs, qu'il a revendue pour 
218 francs; puis acheté une pièce de drap de 98 francs. 

Le bilan du commerçant est donc : 

+ 125 + 242 — 175 + 218 — 98 
— + 585 —273— +512, 


c'est-à-dire que le marchand a encaissé 312 francs. 


/ 
PROBLÈME II. — Supposons qu'une personne ait : 1° payé 
25190 ; 2° recu: 17/';40 13 PAUÉ LD fTANCSS VAGUE 
5° payé 8",70. 
Le bilan des opérations est : 
— 25,35 + 17,40— 115 + 93,25 — 8,50 
= — 149,05 + 110,65 —— 38,40. 

Le résultat est négatif. La personne a donc finalement 
déboursé 38",40. 

Nous voyons bien ici, comme nous l'avions annoncé au n° 45, qu'au 
lieu d’être forcé de raisonner à part dans chaque cas et d’avoir, chaque 
fois, une fofmule nouvelle, nous n'avons plus qu'une seule formule, 
une seule règle, honne pour fous les cas. 

29. — Distances. — Un voyageur se déplace sur la 
route de Paris à Dijon. Chaque fois qu'il marche de Paris 
vers Dijon, sa distance à Paris augmente; chaque fois 
qu'il va en sens inverse, de Dijon vers Paris, sa distance 
à Paris diminue. 

On est donc conduit à considérer toutes les distances 
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parcourues dans le premier sens comme posilives, puis- 
qu'il faut les ajouter pour obtenir la distance à laquelle le 
voyageur se trouve éloigné de Paris; et à considérer les 
distances parcourues en sens contraire comme négatives, 
puisqu'il faut les retrancher. 

30. — PROBLÈME. — Un voyageur part de Paris et va à 
Dijon, qui est à 315 kilomètres de Paris. Il rewient de Dijon 
à Joigny qui est à 169 kilomètres de Dijon. Il retourne vers 
Dijon et s'arrête à Tonnerre après avoir fait 31 kilomètres. 
À quelle distance de Paris se trouve-t-il alors ? 

D'après ce qui précède, les distances parcourues dans 
le sens Paris-Dijon doivent être prises avec le signe (+) ; 
celle parcourue dans le sens opposé doit être prise avec le 
signe (—). La distance cherchée est la somme algébrique 
des distances partielles. C’est donc : 

(+ 315) + (— 169) + (+31) —= 315 — 169 + 31 
— 177 kilomètres. 

31. — Théorème. — Dans une somme de nombres algé- 
briques, on peut interveriir l'ordre des termes. 

Ceci résulte immédiatement de la définition du n° 25,et 
de ce que la proposition est vraie en arithmétique, car 
rien, dans cette définition, n'indique l'ordre dans lequel 
sont écrits les termes. 

Ainsi : 

4—bD+3—2 — —5—-2 +443 — 4—2— 5 +3, 

32. — Théorème. — Dans une somme de nombres algé- 
briques, on peut remplacer plusieurs termes par leur somme 
effectuée. 

C’est évident lorsque tous les nombres dont on fait la 
somme sont de même signe, puisque la proposition est 
vraie en arithmétique. 


On peut justifier la proposition en raisonnant sur des recettes et 
dépenses. Voici comment : 

À une premiere personne Paul a payé 83 francs etena reçu 52 francs: 
d’une seconde personne Paul a reçu d’abord 42 francs, puis 37 francs 
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et 1l Lui a payé 115 francs; enfin à une troisième personne, Paul a 
payé 29 francs et en a reçu 95 francs. 
Le bilan de Paul est : 
— 83 + 52 + 42 + 37 — 115 — 29 +9. 
Mais pour établir ce bilan, nous pouvons raisonner autrement et nous 


pouvons chercher séparément le résultat des opérations de Paul avec 
chacune des trois personnes. 


Première personne : — 83 + 52 — — 31, 
Deuxième personne : ++ 42 + 37 — 115 — — 536, 
Troisième personne : — 29 + 95 — + 66. 


On peut donc dire que Paul a payé 31 francs à la première per- 
sonne, pavé 36 francs à la seconde et reçu 66 francs de la troisième. 
Son bilan est donc aussi — 31 — 36 + 66, et ceci revient à rem- 
placer dans la première somme 

— 83 + 52, +42+37— 115 et — 29 + 95 
par les sommes effectuées. 

‘n employant les parenthèses {n° 6) on peut donc écrire : 

— 83 + 52 + 42 + 37 — 115 — 29 + 95 
— (— 83 + 52) + (42 + 39 — 115) + (— 29 + 95) 
— — 31 — 36 + 66. 


33. — Soustraction. — Retrancher un nombre b d'un 
nombre a c'est trouver un troisième nombre qui, ajouté à b, 
donne une somme égale à a. 


Ainsi on a: (— 7) +(+8) = +7. 

Donc + 8 est la différence de + 1 et de — 7 puisque en ajoutant 
+ 8 à — 7 on trouve + 1. 

34. — On indique une soustraction par le signe —, 
comme en arithmétique ; mais pour éviter des confusions 
on place les nombres avec leurs signes entre paren- 
thèses. 

Ainsi nous écrivons 

(HD RS ET) TRS: 

35. — Règle. — Pour retrancher un nombre on ajoute 
le nombre opposé. 

Ceci résulte de suite de ce que (N°24) la somme de 
deux nombres opposés est égale à zéro. 


Ainsiona: (+4)—(—5)=(+4)+(+5); 
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Se H4+(HS +5 = (+ +o—= +64, 
en remplaçant (+ 5) + (— 5) par la somme effectuée qui est zéro. 


On à donc : (+ 4) —(—5) = + 9. 
De même : (+3) —0o—+3+0— +3; 
—S) (F4 = —5—4—- 9; 
5 —(—é = —5+4= 0. 
36. — Somme algébrique. — On appelle somme algé- 


brique une suite d’additions ou de soustractions succes- 
sives. 

Ainsi (+4)+(—5)—(—3)+(—1)—(+7) 
est une somme algébrique. Cette expression indique que 
l’on doit faire la somme de + 4 et — 5: du résultat retran- 
cher — 3; au nouveau résultat ajouter — 1; enfin de ce 
dernier résultat retrancher + 5. 

Or, d’après la règle précédente, pour retrancher —3 on 
ajoute + 3, et pour retrancher + 7 on ajoute — 7. 

On peut donc écrire ceci : 

RAAUR ENS To Are 

Ce qui est une somme ordinaire. 

On peut donc dire que : toute somme algébrique est iden- 
tique à une somme ordinaire à condition de remplacer les 
termes précédés du signe (—) par leurs opposés. 

Les sommes algébriques jouissent donc des mêmes 
propriétés que les sommes ordinaires. 


37. — Conséquence. — Considérons une somme algé- 
brique 
atb—c+d—e 
où &, b, c, d, e désignent des nombres positifs ou négatifs. 
On la transforme en somme ordinaire en remplaçant — c 
et — e par les nombres opposés. Ceci conduit à la conven- 
tion suivante : 


On désigne le nombre opposé d’un nombre donné en plaçant 
le signe ( — | devant ce nombre. 


16 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 


Ainsi — a désigne le nombre opposé à a. 
—(—5= +5, —(+3)=—-3. 
Avec cetteconvention, la somme algébrique a+b—c+d—e 
peut être considérée comme la somme ordinaire de 
a, b, —c, d et —e, qui sont appelés les {ermes de la somme. 

38. — Théorème. — Si dans une somme on remplace tous 
les termes par des termes opposés, la nouvelle somme est 
opposée à la première. 

C’est presque évident puisque tous les nombres positifs 
deviennent négatifs et inversement. 

Ainsi, si dans 5—i+3—2— + 
on remplace les termes par des nombres opposés, on obtient 

—5+4—3+2 = —0. 
On à de même 
—(a+b—c+d=—-a—-b+c—d, 
car — (a + b — c + d) indique l'opposé de (a + b — c + d) effec- 
tué (n° 6). 

39. — Théorème. — Pour ajouter ou retrancher une 
somme algébrique, il suffit d'ajouter ou de retrancher cha- 
cune des parties. 

On a, en effet, 

a—b+(c—d+e) =a—b+c—d+e, 
puisqu'on peut, dans la somme a—b+c—d+e, rem- 
placer c— d + e par la somme effectuée. 

D'autre part, pour retrancher c—d+e, on doit ajouter 
le nombre opposé qui est, d'après îe n° 38, —c+d—e. 

Donc: a—b—(c—d+e)—=a—b—c+d—e. 

40. — D'après ce qui précède on peut supprimer ou 
introduire des parenthèses. 

Un: 

a + b+(c—d) dre te gj=a+b + ce de# e—f+g; 
(a—b+c)—(d+f)—(g—h=a—-b+c—d—f—9+h; 

a—b+c—d—f—a—{(b—c+d)—#f; 
a—b+c—d—f—=a—b+c—{(d+f); 
a—b+c—d—f=a+c—(b+d+f); 
a—b+c—d—f—={(a—b) + (c— d)—f. 
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On voit d'après cela que: 

1° On peut, sans rien changer, introduire ou supprimer 
dans une somme des parenthèses précédées du signe ( + ). 

2° Lorsque dans une somme on introduit ou on supprime 
une parenthèse précédée du signe (—), il faut changer les 
signes de tous les termes placés dans la parenthèse. 


A. — Multiplication et Division. 


41. — Produit de deux nombres. — On appelle pro- 
duit de deux nombres algébriques un-nombre dont la valeur 
absolue est égale au produit des valeurs absolues des deux 
nombres donnés et qui a le signe ( +) ou ( — ) suivant que 
les deux nombres sont de même signe ou non. 

Lorsqu'un des deux nombres est 0, le produit est égal à O0, 


Il résulte de là que le signe du produit de deux nom- 
bres s'obtient par la règle suivante dite règle des signes. 


+ par + donne + 


: se VU us de QU UE 
Règle PEU A TES DNS 
V4 pa = » + 
Ainsi : (+ 3):(+ 4) = +12, [(—3):(—4) = + 71, 
(+ 3)-(— 4) — — 12, (L3):0 = 0, 
(—3)-(+ 4) — — 12, O:(— 4) = 0. 
42. —- Produit de plusieurs facteurs. — On appelle 
produit de plusieurs nombres le nombre obtenu de la manière 
suivante : 


1° On fait le produit arithmétique des valeurs absolues. 

2° On affecte ce produit du signe (+) s’il y a un nombre 
pair ou nul de facteurs négatifs. 

On l'affecte du signe (—) s'il y a un nombre impair de fac- 


teurs négatifs. 
Lorsqu'un des facteurs du produit est O0, le produit est 


ss (5) () (CD 
DIRIPIEE 
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\ 
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(s) (SPORE 
CUS CAES 


43. — Théorème. — Un produit ne change pas lorsqu'on 
intervertit l'ordre des facteurs. 

Car, le théorème étant vrai en arithmétique, lorsqu'on 
intervertit l’ordre des facteurs le produit ne change ni de 
valeur absolue ni de signe. 


44. — Théorème. — Dans un produit on peut remplacer 
plusieurs facteurs par leur produit effectué. 


Ainsi on à : 


(— 4)(+3)(— 5) = + 60. 


Donc : 


7-0 (+35 (+5) (0) 
= (— 7) (460) (+5) (a). 


45. — Puissance. — On appelle puissance me d'un 
nombre le produit de m facteurs égaux à ce nombre (n° 4). 
m est ce qu'on appelle l'exposant de 1a puissance. 
On indique une puissance en écrivant une seule fois le 
nombre et en plaçant à droite, en haut, l’exposant. 
Ainsi: a*—a-a-a-a et se lit a puissance 4. 
{2 3)8 —(—3)(—3)(—3)(—3)(—3) = 243. 


46. — Il résulte de la définition d’un produit de plusieurs 
facteurs (n° 42) que : 
1° Toute puissance d'un nombre positif est positive. 
2° Une puissance d’un nombre négatif est positive si l'ex- 
posant est pair, et négative si l’exposant est impair. 
Ainsi: (—34— +81 (il y a 4 facteurs négatifs), 
(— 35 ——27 (il y a 3 facteurs négatifs). 
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47. — Théorème. — Le produit de plusieurs puissances 
d'un même nombre est une puissance de ce nombre dent l'ex- 
posant est la somme des exposants des facteurs. 

En effet at .as -aï est le produit de 4 facteurs par 3 fac- 
teurs, par 5 facteurs tous égaux à a. Donc: 

4 fois 3 fois 5 fois 
at. QS + Gi — aaaa + AG - AAA 

Il y a en tout 4 + 3 + 5—12 facteurs égaux à a, ce qui 
est at?. Donc : 

a * a3 À a — a!2 . 
Ainsi : (+ 3}2-(+3}.(+ 3) — (+3); 
are = (— 2). 


Un nombre seul peut être considéré comme ayant l’ex- 


posant 1. 
Onspeut'écrire at —a, 
Par suite a.ad.a— a, 
car 3+H5+1— og. 
48. — Théorème. — Pour multiplier une somme algé- 


brique par un nombre on fait la somme des produits obtenus 
en multipliant successivement chaque terme par ce nombre. 

Nous nous contenterons de vérifier ce théorème sur des 
exemples; mais pour bien l’appliquer il faut se rappeler 
qu'on appelle {ferme d’une somme algébrique le terme 
avec le signe qui le précède. 

Ainsi on à : 

(a —b+c—d)m— am— bm + cm — dm. 
(a—b+c—d)(—m)—=a(—m)—b(—m) +c(—-m)—d(—m 
= — am + bm — cm + dm. 


ExemPLe [. — Soit à multiplier 2 — 3 + 5 par + 3. On a: 
(2—3+5)(+3)—2(+3)—3(+3)+5(+3) 
= 6—9+15 — + 12. 
Or, 2—3+5— +4, 
et on à bien (+ 4).(4+3) = + 12. 


Exempe [l, — Soit à multiplier + 3—(—5)+(—2) par —3 
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On a : LPSC) FETES) 
= +3(—3)—(—5)(—3)+(—2)(—9 
= —9—(+15)+(+6) = —9—15+6—=— 1718. 
Or, +H3—(—5)+(—2)—=+3+5—92—= +6 
et on a bien (+ 6)(—3) = — 18. 


49. — Théorème. — Le produit de deux sommes algébri- 
ques est égal à la somme des produits obtenus en multipliant 
successivement tous les termes du premier facteur par tous 
les termes du second. 

Ici encore il ne faut pas oublier que chaque terme doit 
être pris avec son signe. 

Ainsi on à : (a—b+c)(d—f) 

— ad—bd—cd+a(—-f)—b(—f) +c(—f) 
— ad — bd + cd — af + bf — cf. 

Nous nous contenterons de vérifier ce théorème sur des 
exemples numériques. 

Exewpze [. — Soit à effectuer le produit : 

(SP ba) 


— 4:12— 5-12 + 3.12 + 4(—7)—5(—7)+3(—7)) 
— 48 — 60 + 36 — 28 + 35 — 21 — 119 — 109 —= + 10. 


Or, 4—5+3— +, 12— 97 — +5, 
et on a bien : (+ 2) (+ 5) = + 10. 
ExempLe Il. — Considérons le produit : 


(+ 12 (25) — (a) 5 — (3) 
= +ia(—5)+(—5)(—5)—(—2)(—5) 


a (5) ESS) RENE 
— — 60 + 25 — 10 + 36 — 15 + 6 — — 18. 
Ur, +12+(—5)—(—2) = 12—5+2— +9, 
—5—(—3)—=—5+13——)2 
et on a bien (+ 9)(— 2) = — 18. 


50. — Application I. — Le carré d'une somme est égal à 
la somme des carrés des deux termes augmentée du double 
produit de ces deux termes. 

On a, en effet, d'après ce qui précède, 

(a + b}2—(a + b) (a + b) — aa + ba + ab + bb 
comme aa—=@*, bb—b* et ba—ab, 
ceci donne : (a + b}? = a? + b? + 2 ab 
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car ab + ab est égal à 2 fois ab ou 2 ab. 


51. — Application II. — Le carré d'une différence est 
égal à la somme des carrés des deux termes diminuée du 
double produit de ces deux termes. 

On a, en appliquant le théorème du n° 49 : 

(a — b}—=(a—b) (a —b)= aa + a(—b) — ba — b(— b) 
= a — ab — ba + L? 
= 2 + b?— 2 ab 
car 
— ab — ba—— ab — ab est égal à 2 fois (— ab) ou — 2 ab. 


52. — Application III. — Le produit d'une somme par 
une différence est égal à la différence des carrés des deux 
termes. 

On a, en effet : 

(a + b) (a—b)—=aa + ba +a(—b) +b(—b) 
—= a + ab — ab — b?. 

Or ab— ab —=o 
Donc (a + b) (a—b)— a? — b?, 

ExEMPLES : 

(ES = 431% 2.4.3, 
(4— 3 — 42 + 32— 2.4.3, 
(4 + 3) (4—3) — 42 — 32. 


53. — Quotient de deux nombres. — On appelle 
quotient de deux nombres, l'un appelé dividende, l’autre 
diviseur, un troisième nombre dont le produit par le diviseur 
est égal au dividende. 

En algèbre, pour indiquer un quotient on emploie tou- 
jours le trait de fraction. 


HO RRER 
Ainsi 5 désigne le quotient de a par b. 
a 
b 
numérateur et b le dénominateur. 


On peut encore dire que -— est une fraction dont a est le 


54. — Règle. — Le quotient de deux nombres algébriques 
a pour valeur absolue le quotient des valeurs absolues des 
deux nombres donnés et pour signe (+) ou (—) suivant que ces 
deux nombres sont de même signe ou non. 


99 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 


En d’autres termes le signe du quotient s'obtient en 
appliquant la règle des signes (n° 41). 


Le diviseur ou dénominateur doit toujours être différent de 
zéro. Une fraction de dénominateur zéro n'a pas de sens. 





EXEMPLES : 
ER: 3 3 3 —5 5 
Hana IREM 
1\ 3 
Gb 5 pla 3 
BAY 0 4 QUE RTE 
(+3) 


L'exactitude de la règle précédente résulte immédiate- 
ment des définitions de la multiplication et de la division. 


55. — Fractions. — Les fractions algébriques jouissent 
des mêmes propriétés que les fractions arithmétiques. 

Nous rappellerons brièvement ces propriétés. 

56. — On peut, sans changer la valeur d'une fraction, 
multiplier les deux termes par un même nombre. 

Car, en faisant cela, on ne change ni la valeur absolue, 
ni le signe de la fraction. 


Ainsi : 
US ES 2e 3 3(—5) —715 
RE MERE PNR ET NN 5 1.5 (5) ESS 


En particulier, on peut, sans changer la valeur d'une frac- 
tion. changer les signes des deux termes. 


Car cela revient à multiplier les deux termes par — 1. 


(3)_(i) 
Ainsi : 4 —% 3 () : 


= Se te , nm ————…— 


LES 2 — 2 
57. — Cette propriété permet de réduire plusieurs frac- 
{ions au même dénominateur, en multipliant chacune d'elles 
par le produit des dénominateurs des autres. 
Exempe I. — Réduire au même dénominateur : 
a C e 


b ’ d , f 
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Ona a_ ad} CRAEUL e. ebd 
DARbAT et L'ILE UE f__ bdf 
Exempee Il. — Réduire au même dénominateur : 
=, É 7 
3 10 î 8 


Le plus petit commun multiple de 5, 6 et 8 est 24. 
On à : 





DU: 3 D RS VAT ce a0 
CR RG LI G ET mots 
RME 
DÉMOS A4 
58. —’ Pour faire la somme algébrique de plusieurs frac- 


tions, on les réduit au même dénominateur. On fait la somme 
algébrique des numérateurs en conservant le dénominateur 
commun. 
Ceci résulte immédiatement du théorème du n° 48. Pour 

prouver que l’on a, par exemple, 

GRECE CAE a+b—c+d 

Le ORAN" pe ce am 

Perles Por P 
il suffit de prouver qu’en multipliant le premier membre 


par p, on trouve a + b—c + d, or on a (n° 48) 


G:...0b a b C d 
Gaia pitt 


UN ET 
—a+b—c+d., 
ExEmpLe [. — Soit à faire La somme 
FE nPAL 
DST OUR OT 12 
Alle s'écrit, en réduisant les fractions au même dénominateur 24 : 
2204) A1 2 32— 20 H921—2 . 31 
An 54 lag 24 tua4 
Exempse Il. — Soit à faire la somme : 
I Le I 
a+b a—b 


on à (n° 52) : 
LS. a —b a-—b 


a+b (a+b)(a—b) RER EN 
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re a + b __ a+b 
LU a ENG ED) at On 


Donc : 
CA I Der SRE a+ «4 
mes FX TR 12 — bp? ab? 
car b— b—o. D'ailleurs a + a c’est 2 fois a ou 2 a. Donc : 
24 


1 I 
EU Vin een 


‘59. — Le produit de plusieurs fractions algébriques est une 
fraction qui a pour numérateur le produit des numérateurs 
et pour dénominateur le produit des dénominateurs. 

PIE DA TH L 


Ainsi D dj bdg . 


(DC) 


En particulier, pour élever une fraction à une certaine 
puissance, on élève les deux termes à cette puissance. 


a 7 

@'=£ 
—3\ (3 —27 
(=) PRET Rene 


60. — Pour faire le quotient de deux fractions algébriques, 
on multiplie la fraction dividende par la fraction diviseur 


renversée. 
a 
AU} = _ a 











24 





61. — Théorème. — Le quotient de deux puissances d’un 
même nombre est une puissance de ce nombre qui a pour 
exposant l'excès de l'exposant du numérateur sur celui du 
dénominateur. 


Supposons qu'on veuille diviser a? par at. Ona: a7=at.as 
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(n° 47), par suite 





AE SN J 
— —= (1° 
a* a 
: as 4 ° 
De mème : ao = MR), 
; as 
CRU 
45 MN au 4 
62. — Exposant zéro. — Considérons le quotient de 


deux puissances d’un méme nombre avec le méme expo- 
sant. Soit, par exemple, 

54 

Ba ti 
Ce quotient est égal à 1, puisque c’est une fraction dont 
les deux termes sont égaux. 

Or, si on applique le théorème précédent, on est con- 

duit à l'égalité A 


Fa 4 Sn te) 


On est donc conduit à admettre que la puissance d’expo- 
sant zéro d’un nombre est égale à r. 
D'une façon plus générale, soit le quotient 
aP 
SO) 
aP 
L'application de la règle précédente conduit encore à 
l'égalité 


ONE TL 


et ceci quel que soit le nombre a. 
C’est pour cette raison qu’on a été amené à la conven- 
thon suivante : 


La puissance d'exposant zéro d'un nombre quelconque est 
égale à 1. 


Ainsi on a : 
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63. — Expression algébrique. — Nous avons mainte- 
nant défini toutes les opérations ordinaires du calcul pour 
les nombres positifs et négatifs. Nous pourrons donc 
opérer sur ces nombres comme sur les nombres arithmé- 
tiques (positifs). La seule remarque à faire est que nous 
n’avons pas défini l'extraction de la racine pour un nombre 
négatif. 

Il faudra donc, dans la suite, avoir soin de n'indiquer des 
extractions de racines que pour des nombres arithmétiques, 
c'est-à-dire pour des nombres positifs, les seuls pour lesquels 
celle opération a un sens. 

Cela étant, 


On appelle expression algébrique, l'indication d'un 
certain nombre d'opérations à effectuer sur des nombres 
algébriques ou des lettres censées représenter de tels nom- 
bres. 

Une telle expression aura toujours un sens, pourvu que 
les dénominateurs, s’il y en a, soient différents de zéro et 
que les radicaux, s’il y en a, ne portent que sur des quan- 
tités positives. 


Par exemple, 


a? — b? 4as+ 5bt+3c2 
Le ab be PTE 
Va? + b?, ay Says + yes 


sont des expressions algébriques. 


64. — Valeur numérique d'une expression algé- 
brique. — On appelle valeur numérique d'une expres- 
sion algébrique, pour certaines valeurs attribuées aux lettres 
qui y figurent, le nombre que l’on obtient en remplaçant 
les lettres par les nombres et en effectuant les calculs indi- 
qués. 


Ainsi, par exemple, la valeur numérique de l'expression 


(a+ b)c 
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pour les valeurs 
FN À br, É—a 
attribuées aux lettres, est : 
(3+ 5).2 —16 
De même, la valeur numérique de l'expression 


4as + 5b#+30c 


a? + b? 
pour les valeurs 
A— — 2, Dr; GRR 
attribuées aux lettres, est : 
An 2)5— 5.14 + 32% —32+5+i2 —15 3 
A a de sr re 


Chaque fois qu'on a une formule, le second membre esl 
une expression algébrique et, pour calculer la valeur de la 
quantité fournie par cette formule, on calcule la valeur 
numérique de l'expression pour certaines valeurs des 
lettres. 


Ainsi, par exemple, l'aire S d'un cercle de rayon R est donnée par la 


formule 
S—+rR2 où Men TA10: 


rR2—3,1416R2 est une expression algébrique. 


Calculer l'aire d’un cercle de rayon 3 mètres, c’est calculer la valeur 
numérique de cette expression pour R—3. Ceci donne : 


S—3,1416 : 9 — 281,244. 


De même, l'hypoténuse a d’un triangle rectangle, dont les deux 
côtés de l'angle droit sont b et c, est donnée par la formule 


Le Vb 2+ c?. 
Pour calculer l'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux 
côtés de l'angle droit sont 4 mètres et 3 mètres, 11 n°y à qu'à calculer 


la valeur numérique de l'expression Ÿb? + c? pour b—4, c=3, 
on trouve ainsi : 


a— V4 +3—V25—57, 
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9 5. — Inégalités. 


65. — Définitions. -- On dit que le nombre a est plus 
grand que le nombre b lorsque la différence a—b est positive. 


Au contraire, on dit que le nombre a est plus petit que le 
nombre b lorsque la différence a—b est négative. 


On se sert des signes > et < comme en arithmétique 
(n° 5). 
Ainsi la différence  (+- 5) — (— 2) — + 7 


est positive, donc +5 > — 2. 
La différence (— 5) —(—3) = — 2 
est négative, donc — 5 << — 2. 


De cette définition il résulte de suite une série de consé- 
quences. 

66. — Tout nombre positif est plus grand que zéro et tout 
nombre négatif est plus petit que zéro. 

Car la différence a — o,étant égale à a, est de même signe 
que a. 

Donc si a est positif, elle est positive et 

de 0: 
Si a est négatif elle est négative et 
Ur 10; 

Dorénavant, pour écrire qu'un nombre est positif ou négatif, 
nous écrirons donc qu’il est plus grand ou plus petit que 
3ér0. 

a > o signifie «a positif, 
die t0 » a négatif. 

67. — Tout nombre positif est plus grand que tout nombre 
négatif. 

Car si a est positif et b négatif, a —b est positif parce 
que c’est la somme de a et — b tous deux positifs. 


Ainsi + 4 > — 0200, + — > — 1000. 


68. — De deux nombres négatifs le plus grand est celui qui 
a la plus petite valeur absolue. 
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Ceci résulte de ce que, dans une différence, c’est le plus 
grand nombre en valeur absolue qui donne son signe. 
Donc si, dans a — b, a est négatif et le plus grand en valeur 
absolue, a — b est aussi négatif et on a: 


a< b. 
Ainsi ht — 2 
car (—5)—(—2)=—5+2— —3. 
0 — 0,1 > — 200. 
10 
69. — Théorème. — On peut ajouter ou retrancher aux 


deux membres d'une inégalité un même nombre. 

Car dire que a > b, c’est dire que a —b est positif. Soit 
ec un nombre quelconque, on a : 

(a+ c)—(b+c)—=a+c—b—c—a—b. 
Donc {a + c)—(b + c) est aussi positif et 
a+c>b+c. 

Cette dernière inégalité se déduit de la première en 

ajoutant c aux deux membres. 


Ainsi — 4 > — 00 
donc — 4 +15 > — 20 + 15 
ou HI > —5. 
70. — Théorème. — Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise 


les deux membres d'une inégalité par un nombre autre que 
zéro : 
1° Si ce nonbre est positif, l'inégalité subsiste; 
2° Si ce nombre est négatif, l'inégalité change de sens. 
Considérons l'inégalité 
a > b. 
Ceci signifie que a — b est positif. Donc le produit 
(a—b) c—=ac—bce 
sera du signe de c 
Si c est positif, ac — bc est positif, etona 
ac > bc. 


50 PRÉCIS D’ALGÈBRE. 


Si cest négatif, ac — bc est négatif, et on a 


ac < bc. 
Ainsi F3 ERA 
2 
donc —=.10>—5:10, 
ou --5> — 50; 
el (-i)-n<-5t5. 
3 
ou am Car in 
EXERCICES 


4. Effectuer les opérations suivantes : 
9) SEE EE RS 


1 2 1 1 I 
—ni-(-35)-55+(-3;) +105 
120): (—5)+ (3) (25) (ei) — 125 +17 
(8) = Da Neo 
27 —15 —84 , 26 V2 28 3510 70 








4 —2 —4 —4 —117 —35 
+ TS 
2. Effectuer les opérations suivantes : 


Ge (1423) — (24 3)(8—1—5) (a + (921); 
(5e (ni) (Cr) 
(3-6) 0-6) É1228 


B.(— 25. (3—2—58—5.(— 22 (32554 (522). (—o). 
3. Étant données les expressions : 
3a?— 5ab +6Ga?b?; 15 a? 5 + 2 a5 D? — a5 + Lÿ; 


(a—b} +(b—2a)$ —{5a—2b), 


trouver leurs valeurs numériques quand on donne à a et à b les valeurs 
suivantes : 


42, V=—-2, a=-4 PES LS 
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4. Étant donnée l'expression : 


CRT 


trouver les valeurs numériques qu'elle prend quand on attribue aux let- 
tres a, b, c les valeurs suivantes : 


Da Vent 5: De ND QU GT 
D Da cc 5: D CI De Cr 
a—=—1,b——2 ,. c—+3; RAP LE D CON re ENT 
a——1,b—=—2 , c——3; ME D — 296 Cd 


5. Donner les valeurs numériques de l'expression : 


124 — 130 + 10 ab — 8 be + ca + 4 abc, 


pour 
D D 10 0 C0: a=—8 , b=—02 , C—=—5, 
6. Valeur numérique de l'expression : 
2 — 5 a% y + 1049 y? — 10 x? y — y, 
pour 
cf EE Hi) FT SCAN done iris SL em À ES y— "0: 
7. Trouver la valeur de l'expression : 


(a2 — b?}2 — (a? + 2) 4 a? Le, 











pour 10.0 b=-=<8;: A 00 D 10, 
8. Trouver la valeur de l'expression : 
be? d— bd + abcd + a?{3bc—4b2+5c)—as(7b—84d), 
pour SEA M POLE SORT ES OS 
9. Valeurs numériques de l'expression : 
am (a + m) — AR 
pour d—=2 0 Mm—=—);: a=—> m=—. 
40. Quelle est la valeur numérique de l'expression : 
Gr) 55) 
HU /\r—Yy 2+y 
1° Pour PO nv Le 
2° Pour Le Id OU 12; 
3° Pour Fe TS AUS. 
41. Valeur numérique de l'expression : 
as — L5 JÉberse a? — c? 
dHab+b} 2b—c Ta—2b+c 


pour DER A 0 NC. 
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42. Trouver la valeur numérique de l'expression : 
24 
À ag pdt ARE: 
ns æ — 3 
de 
map 2 
x +3 
5 
our L—=— 3 
$ 3 


L 


43. Valeur numérique de l'expression : 
I 








ï 1 I 
CES pi eus k 
1° Pour x = +3; 
2 Pour . æ—=—3; 
3° Pour 2 ——<. 


44. Valeurs numériques du produit : 
PTT raleel te 
CEE) 
pour TS et pour x —=—5. 


45. Trouver la valeur de l'expression : 
[a+ 1)y—{c—1)f— {y +1x—{(y— 1), 
pour 
3 2 

t=+: ; ÿ—= +3: LE LISNYE=RNIE 

T—+4 , Y—=—4; T— +25 , y——7. 
46. Trouver les valeurs numériques des expressions : 

a*+ioa5+35a? + 50 a + 24 


aa + (at — (3 a) —(— 508) : 


1° Pour a—=—1; 
2 Pour a——2; 
3° Pour a +3. 
47. Calculer : 
a2p—q + b6p—18 pour 23 LR gEE UE 


ImÆn}i=t:{p+q#-#1 nur r2=300 ES 24, 
48. Trouver la valeur numérique de chacune des expressions : 
V5De+ Voab—2V5e+b—2a; 
Ve + a + V5 a+ Vote 


pour d'er be des Ro: 
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19. Donner la valeur numérique des expressions : 
[(a—b) (ed) —{a—c) (b—d)] («—d); 
be— cb ; Va+3b+c 


pour DEMO ET A TONI tv, 
20. Trouver la valeur de l'expression : 


LI — 4, x 
RS pe 6 
X*— 4x? Hi 


pour æ—1—+\/5 
24. Le côté à d’un triangle, opposé à un angle de 60, est donné en 
fonction des deux autres côtés b et c, par la formule : 


a—Vb2+e— be. 


L'expression de la surface S d’un triangle en fonction des 3 côtés est 


S—Vp(p—a)(p—bi(p—0) 
dans laquelle on a : 
_a+b+c 
AE Le, 
Calculer d’après cela la surface S d'un triangle dont les côtés b—3" et 
c—2" comprennent entre eux un angle de 600, et vérifier que la valeur 
trouvée pour S est la même que celle qu'on obtient d'après la formule : 


bc\3 
LAS 
4 
22, Le volume V d'un cylindre de hauteur H, et dont la base a pour 
rayon R, a pour expression 
| Y=rR’A; 
Le volume v d’un cône de hauteur h, et dont la base a pour rayon r, a 


pour expression 
I 3 
v—znrh (r=8, 14h 
Calculer d’après cela le volume d’un appareil appelé en physique aréomètre, 
formé d’un cylindre terminé par deux cônes égaux, de mêmes bases que le 
cylindre. La hauteur du cylindre est de 11 centimètres; celles des cônes 
ont chacune 37 millimètres et le rayon des bases est de 1°,8. 
23. En désignant par a,b,c les arêtes d'un parallélépipède rectangle, et 
par V son volume, on a : 
V= abc 
Si r et À désignent le rayon de base et la hauteur d’un cylindre de 
volume v, on.a : 
v—mr?h (Rire 


QI 


BouRLET. — PRÉC. D'ALGÈPRE. 
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Si enfin P, V et D désignent le poids, le volume ct la densité d'un 
corps, on a la formu: : 
P==N\D. 


D’après cela : on a ue planche en sapin de 1,5 de longueur, 17 cen- 
timètres de largeur et 35 millimètres d'épaisseur, dans laquelle on a percé 
9 trous cylindriques de chacun 3 centimètres de rayon. Quel est le poids 
de cette planche percée de trous, la densité du sapin étant 0,5? 

24. Le volume V d'un tronc de pyramide à bases parallèles, a pour 
Expression : 


V=2.(B-+0+ ED), 


h désignant la hauteur du tronc, distance des deux bases; B et b les aires 
des deux bases. 

L’aire S d’un polygone régulier convexe de n côtés égaux à c est donnée 
par la formule 


SEL 
S—=="nca, 
2 
a étant l’apothème de ce polygone. 


D'autre part l’apothème «a d’un polygone régulier convexe inscrit dans 
un cercle de rayon R a pour expression 





c étant le côté du polygone. 

Calculer, d’après ces formules : 1° l’apothème; 2° la surface d'un hexa- 
gone régulier inscrit dans un cercle de 0,15 de rayon, le côté de l’hexa- 
gone inscrit étant d'ailleurs égal au rayon; 3° le volume d'un tronc de 
pyramide de 60 centimètres de hauteur, les bases de ce tronc de pyramide 
étant deux hexagones réguliers inscrits, l’un dans un cercle de 0,15 de 
rayon, et l’autre dans un cercle de 0,106 de rayon. 


.- 


CHAPITRE IT 
APPLICATIONS DES NOMBRES ALGÉBRIQUES 


à 4. — Segments. — Températures. 


71. — Définition. — Nous appellerons segment une por- 
tion de droite parcourue dans un certain sens que nous nom- 
merons le sens du segment. 

Le point de départ se nomme l’origine du segment, le point 
d'arrivée se nomme l'extrémité du segment. 

On désigne un segment par deux lettres, comme on dé- 
signe en géométrie une portion de droite; mais on a soin 
de placer toujours la première la lettre qui désigne l’origine. 





X A B Ÿ 


Fig. r. 





Ainsi supposons qu'un mobile se déplace sur une 
droite æy (fig. 1), si nous disons qu’il décril le segment AB, 
nous entendons par là qu'il est allé de A (origine) en B 
(extrémité). 

Un segment est donc une distance parcourue par un 
mobile dans un sens connu. 


72.— Il résulte de ce qui précède que les deux segments 
AB et BA sont distincts. C’est la même portion de droite, 
mais parcourue dans deux sens différents. 

Dans le premier cas, le mobile va de A vers B. 

Dans le second cas, il va de B vers A. 

” Deux tels segments sont dits opposés. Ils ont même lon- 
gueur, mais des sens opposés. 

73. — Mesure algébrique d'un segment. — On sait 


ce que c’est que la mesure d’une portion de droite, d’une 
distance. C’est le nombre aui exprime combien de fois 


96 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 


cette distance contient l’unité ou de fractions de l'unité. 

Ainsi, si l’on prend pour unité le mètre, et si la mesure d’une lon- 
gueur est 3,5 c'est que cette longueur contient 3 mètres et 5 déci- 
metres. 

Pour donner la mesure d’un segment, il ne suffit pas 
d'indiquer la mesure de sa longueur, car alors deux seg- 
ments opposés auraient même mesure; il faut, en outre, 
indiquer le sens du segment. On y parvient en employant 
les nombres positifs et négatifs. 


74. — Considérons une droite indéfinie, æ'x (fig. 2), et 
choisissons, sur cette droite, un sens que nous appellerons 
le sens positif. Par exemple, prenons le sens de æ’ vers x 
et indiquons-le par une petite flèche au bout de la droite. 

Nous nommerons une telle droite, sur laquelle un sens 
positif est défini, un axe. 

Soient A et B deux points de cet axe. 


CO ——— 


ET STE SR 
x D -3 C A +2 B x 
Fig. 2. 


Le sens du segment AB sera le sens positif æ'xæ ou le 
sens contraire. Si le sens AB est le sens positif, nous di- 
rons que le segment est positif, et nous prendrons pour 
mesure du segment la mesure de sa longueur précédée du 
signe (+). 

Si, au contraire, le sens du segment est opposé au 
sens positif æ'&, nous dirons que ce segment est négatif, 
et nous prendrons pour mesure du segment la mesure de 
sa longueur précédée du signe (—). : 

En résumé : 

Ayant choisi, sur une droite indéfinie, un sens positif, on. 
appellera mesure algébrique d’un segment de cette droite le 
nombre algébrique qui a pour valeur absolue la mesure de 


la longueur du segment et pour signe (+) ou (—) suivant que 
le sens du segment est le sens positif donné ou non. 


Ainsi, sur la figure 2, le segment AB est positif. Si la longueur de 
AB est de 2 centimètres, la mesure algébrique de AB sera + 2, 
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Le segment CD est négatif. Si la longueur de CD est de 3 centi- 
mètres, la mesure algébrique du segment CD sera — 3. 

Pour désigner la mesure algébrique d’un segment, on 
surmonte les deux lettres qui désignent ce segment pa, 
un trait. 

Ainsi AB signifie mesure algébrique du segment AB; CD signifie 
mesure algébrique du segment CD. 

Sur la figure 2, on à : 

AB — + 92, CD — — 3. 


Les mesures algébriques de deux segments opposés sont des 
nombres opposés. 


75. — Somme de plusieurs segments.— Chaque fois 
qu'un voyageur, un courrier, un train, un véhicule se 
déplace sur une route, il décrit, sur cette route, un seg- 
ment; et lorsqu'on connaît la mesure algébrique de ce 
segment, on sait non seulement quelle est la distance qui 
a été parcourue, mais aussi dans quel sens ce trajet s’est 
effectué. 

Nous avions déjà, aux n° 29 et 30, donné un exemple 
de ce genre. 

Si un voyageur fait plusieurs trajets successifs dans des 
sens différents : tous les trajets dans le sens positit 
s'ajoutent (arithmétiquement), tous les trajets dans le sens 
négatif se retranchent (arithmétiquement) des précé- 
dents. 

On constate donc l'exactitude de la Règle suivante: 

Règle. — Lorsqu'un mobile décrit sur un axe plusieurs 
segments consécutifs, le segment qui a pour origine le point 
de départ et pour extrémité le point final d'arrivée a pour 


mesure algébrique la somme des mesures algébriques de 
tous les segments parcourus. 


76. — PROBLÈME I. — Un mobile part d’un point O sur 
une droite et décrit successivement des segments ayant pour 
mesures algébriques, + 5%,— 12%, + 6%, — 3", En quel point 
de la droite s'est-il arrété ? 
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S1 À est le point d'arrêt, on a 

OA = +5— 19 +6—3—— 4», 

Le point d'arrêt est donc à 4 mètres de distance de O 
du côté négatif. 

Si nous analysons ce que fait le mobile, nous voyons qu’en partant 
de O il va d’abord dans le sens positif de O en B à 5 mètres de 
distance de O (fig. 3). Puis il revient sur ses pas dans le sens négatif. 


D 


a — 2 D 
C A 0 B 


Fig. 3. 


“Il fait 12 mètres dans ce sens. Il revient donc en O, le dépasse et 
arrive en G du côté négatif à une distance de 12 — 5 — 7 mètres. 
Il repart dans le sens positif, se rapproche de O et arrive en D 
après avoir fait 6 mètres. Ce point D est encore du côté négatif à 

— 6— 1 mètre de 0. Enfin de D il fait 3 mètres dans le sens 


négatif et arrive en À à 3+1—4 mètres de O dans le sens 


négatif. 
On voit que l'application de la règle précédente nous a permis 
d'obtenir d’un seul coup ce résultat sans faire de figure et sans faire 
le Jong raisonnement que nous venons de donner. 
77. — PROBLÈME IL. — Un cycliste se déplace sur la route : 
Strasbourg-Paris-Marseille. IL part de Paris dans la direc- 
hion de Marseille et fait 125 kilomètres. Le lendemain il 
revient dans la direction de Strasbourg et fait 148 kilomètres. 
Le surlendemain il continue dans la direction de Strasbourg. 
el fait 96 kilomètres. Enfin, le quatrième jour, il repart dans 


la direction de Marseille et fait 165 kilomètres. À quel point 


de la route est-il arrivé au bout du quatrième jour ? : 

Prenons comme sens positif le sens Paris-Marseille. 
Les mesures algébriques des trajets consécutifs sont 
donc : 
+ 125, — 148, — 96, + 165. 

La somme est 

+ 125 — 148 — 96 + 165 = + 46. 

Le cycliste s’est donc arrêté à 46 kilomètres de Paris 

dans le sens Paris-Marseille. | 


78. — Abscisses. — Considérons un axe sur lequelon 


! 


ATE * (9% PRE A 
Ÿ. ” La 
Lu LU das. 
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a choisi un sens positif de x’ vers æ (fig. 4). Soit O un 
point fixe de cet axe que nous appellerons origine des 
abscisses. Pour définir la position d'un point quelconque M 
de l’axe, il suffit de savoir : 1° À quelle distance il est de 
0; 2° de quel côté de O il se trouve. 


X 


à 0 M. X 


Fig. 4. 








On connaîtra tout cela, à la fois, si on connaît la 
mesure algébrique du segment OM. C'est cette mesure 
qu'on appelle l’abscisse du point M. 

On appelle donc abseisse d'un point la mesure algébrique 
du segment qui va de l'origine des abscisses au point en 
question. 

On désigne fréquemment l'abscisse d’un point par la 
Iétitre x. 

Ainsi le point qui a pour abscisse x — + 4 est celui qui est à une 
distance 4 de O du côté positif; le point qui a pour abscisse — 3 est 
à une distance 3 de O du eûté négatif. 

Le point O lui-même a pour abscisse zéro. 

79. — Variation de l’abscisse. — Soit O l’origine des 
_ abscisses. Figurons les points dont les abscisses sont : 
+, +2, +3, +4, +5, etc... et —1, —2, —3, — 4, 
— 5, … etc. (fig. 5). 

Nous obtenons deux suites indéfinies de points. Ceux 
d’abscisses positives à droite; ceux d’abscisses négatives 
à gauche. 





Coté négatif Cote positif 
a , 
-9-8 -7-6-5-4-3 -2 1 À 4 +2 +3+4+5 +6 +7 +8 +9 HO +1] 
Fig. 5. 


Si un point se déplace dans le sens positif, il passe suc- 
cessivement par les points +1, +2, +3, etc., et son 
_abscisse va sans cesse en croissant. 

S1 le point se déplace dans le sens négatif, il passe 
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successivement par les points —1, —°2, —-3, etc., et son 
abscisse grandit en valeur absolue mais diminue en réalité, 
car un nombre négatif devient plus pelit quand sa valeur 
absolue augmente. 

La figuration précédente est utile pour fixer dans la 
mémoire l’ordre de grandeur des nombres positifs et 
négatifs. R | 

De deux nombres le plus grand est celui qui est à la 
droite de l’autre. 

Ainsi on a: 

D KL I L—2L—I LOL HIL+IL<+3L +4. 

80. — Théorème. — La mesure algébrique d’un segment 
est égale à l'abscisse de son extrémité diminuée de l’abscisse 
de l’origine. 

Considérons, en effet, sur un axe, sur lequel un sens 
positif est défini, deux points À et B et soit O l’origine 
aes abscisses. Quelle que soit la disposition des trois 
points O, À et B; que ce soit la disposition (1) ou (2) ou (3) 
de la figure 6, ou toute autre disposition, un mobhile peut, 
pour aller de À en B, aller d'abord de A en O, il décrit 
ainsi le segment AO, puis aller de O en B et il décrit 
alors le segment OB. 





B Ô À 
2 ——— #4 ——— #à 20 —— à —— #20 ——_—_—— 
GA B Ô 
Fig. 6. 


D'après la règle du n° 75, dans tous les cas, la mesure 
algébrique du segment AB est égale à la somme des 
mesures algébriques des deux segments OB et AO, on a 
donc : 

Mais les segments AO et OA étant opposes, on a : 


! 
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Donc, on en conclut, 


AB=— OB — Ô 
Exempce [. — Soit [fig. 6 (1)] 
OA — + 3, 0B — — 4, 
on à NEC LSS FA AR ET 
Exewpce IL. — Soit [fig. 6 (2)] 
Oa—+3,  0B—+7, 
on à : AB=—+7—(+3)= +4. 


Exewrce IE, — Soit encore [fig. 6 (3)] 
OA —— 6 , OB — = 9: 
EbON à: AB — — 3 —(— 6) — + 3, 


81. — Degrés thermométriques. — 
Le thermomètre est un instrument qui 
sert à mesurer la température. Il est 
formé d’une petite ampoule de verre 
terminée par un long tube de verre 
très étroit. L'ampoule contient du mer- 
cure ou de l'alcool (fig. 7), qui remplit 
encore partiellement le tube de verre 
qu'on appelle la tige du thermomètre. 

La tige porte une graduation et Île 
point de la graduation où s'arrête l’ex- 
trémité de la colonne de mercure in- 
dique la température. 

Ainsi, sur la figure, la colonne de mercure 
s'arrête à la graduation numérotée 24. La tem- 
pérature de l'air ou du liquide dans lequel se 


trouve le thermomètre est donc de 24 degrés 
centigrades. 


Lorsqu'on plonge le thermomètre dans 








400 Eau bouillante 
4930 
+80 
4707 
460 


+50 


© Glace Fondanta 
_10 
_20 , 


_30 


Ampoule 


Fig. 7. 


de la glace fondante, la colonne s'arrête au point marqué o. 
Lorsqu'on chauffe le thermomètre, la colonne monte ct 
si on plonge l'instrument dans de l'eau bouillante, ül 


marque + 100. 
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Si, au contraire, on plonge le thermomètre dans un 
liquide plus froid que la glace, la colonne descend au-des- 
sous du zéro. | 

On convient d'affecter du signe (+) les degrés au-des- 
sus de zéro, ce qu'on appelle communément les degrés de 
chaud ; et d’affecter du signe (—) les degrés au-dessous de 
zéro, ce qu'on appelle communément les degrés de froid. 

La mesure d’une température est donc un nombre algé- 
brique, positif ou négatif. 


82. — Calcul d’une variation de température. — 
Lorsque la colonne de mercure monte ou descend dans 
la tige, son extrémité peut être assimilée à un mobile qui 
décrit un segment. Le numéro de la graduation où s'ar- 
rête la colonne est une véritable abscisse, l’origine des 
_abscisses étant le zéro. 

Lorsque la colonne va de la graduation A à la gradua- 
tion B, la mesure algébrique AB du segment décrit est la 
mesure de la variation de la température. 

Pour calculer cette variation, nous pouvons donc appli- 
quer le théorème du n° 80 et prendre l'excès de l’abscisse 


de l'extrémité B, qui est la température finale, sur l'abscisse 


de À, qui est la température initiale. 
D'où la règle suivante : 


Lorsque la colonne thermométrique va d'une graduation à. 


une autre, la mesure algébrique de la variation de tempéra- 


ture est l’excès de la température finale sur la température 


initiale.’ 


Si la mesure algébrique de la variation est positive, c’est 
que la colonne a monté, la température s'est élevée. Si 
cette mesure est négative, la colonne est descendue, la tem- 
pérature s’est abaissée. 

ExempLe I, — Le 1° février à minuit la température était — 3 ; 
le même jour à midi elle était + 9. Quelle a été la variation de la 


température dans la matinée du i°* février ? $ 
La température initiale était — 3; 1x température finale + g. 


THOSE EL 4 
LR ALT 
70 
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Cette variation a donc été : 
+9— (5) = + 10. 
La température s’est donc élevée de 12 degrés. 


Exempie Il. — Le 1° janvier à midi la température était + 8, à 
minuit elle était — 7,5. Quelle a été la varialion de température 
dans cette demi-journée ? 

La température initiale est + 8; la température finale est — 7,5. 
Donc, cette variation a été : 


—7,5— (+8) —— 15,5. 
La température s’est ne de 15,5 degrés. 


83. — Changement d'origine des abscisses. — Con- 
sidérons un axe (fig. 8) sur lequel un sens positif est 
choisi et prenons sur cet axe deux points fixes O et O”. 

Soit M un point quelconque de l'axe. Désignons par x 
son abscisse OM, quand on prend O pour origine des 
abscisses, et par x’ son abscisse O'M, lorsqu'on prend O 
pour origine. 








0 C' M 
Fig. 8. 

- Proposons-nous de calculer æ’ connaissant æ. Ceci 
résulte immédiatement de l'application du théorème du 
n° 80, au segment OM. On a, en effet, 

OM=O0M—O00: 
O0 c'est l'abscisse de 0’ avec l’origine O. Désignons-la 
SEE a, et nous avons alors : 

x'=x— a. (1) 
_ Cette égalité est la formule qui permet de calculer x’ 
connaissant æ et a. Elle s'exprime ainsi en langage ordi- 
naire : 

La nouvelle abscisse est égale à l'ancienne diminuée de 
l’abscisse de la nouvelle origine par rapport à l'ancienne ori- 
gine. 

ExeurLe. — Supposons  00— + 3. 


La formule (1) devient : 
Z'—T—3. 
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pour ZT = + 4, on à s'= FA" 
pour Ve, on à L'—=—1; 
pour L—=9, on à Ge 0) 
84. — Température absolue. — On appelle en phy- 


sique température absolue la température mesurée en 
prenant comme origine des températures celle qui a pour 
mesure — 273 degrés centigrades. 

Le calcul d’une température absolue, lorsqu'on connaît 
la température en degrés centigrades, n’est donc qu'un 
changement d’origine où l’abscisse de la nouvelle origine 
est — 273. 

Si donc { désigne la température en degrés centigrades 
et T la température absolue, on a, en appliquant la for- 
mule (1) où l’on fait 

A De POLE 4 Hi M EE pe 
T—i+ 273. 

La température absolue s'obtient donc en ajoutant à la 

température en degrés centigrades le nombre fixe 273. 


Ainsi : 
pour 4— + 150, on à T=— + 288; 
pour t—— 590, on à T= +210. : 


On démontre en physique que la température d’un corps 
quelconque ne peut jamais être inférieure à — 273 degrés 
centigrades. Il en résulte que la température absolue est 
loujours positive. | 


à 2. — Le Temps 


85. — Unités de temps. — Une année contient 
365 jours, un jour contient 24 heures, une heure contient 
60 minutes et une minute contient 60 secondes. 

Pour mesurer un temps on peut prendre comme unité 
l’année, le jour, l'heure, la minute ou la seconde. 

Les unitésles plus fréquemment employées sont : l’année 
et le jour dans les questions financières, l’heure et la se- 
conde dans les questions de mouvement. 
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L'unité ayant été choisie, il conviendra toujours dans 
les calculs d'exprimer la mesure arithmétique d’un temps 
en unités et fractions décimales d'unités. Nous supposerons 
donc toujours, dans la suite, que la conversion des temps 
en nombres décimaux a été effectuée. 

C’est d’ailleurs une conversion qu’on a appris à faire en 
arithmétique. 

Ainsi un temps de DONS ÉCTIT AND, D: 

Un temps de 28" 5° s’écrira, en secondes, 1685, 

86. — Repérage des instants par rapport à une 
origine. — Pour fixer communément un instant dans une 
journée, on dit l’heure qu'il est à cet instant. Ainsi, si on 
dit qu'il est 2 heures et demie de l’après-midi, on entend 
par là qu’à cet instant il s’est écoulé 2 heures et demie 
depuis midi, c'est-à-dire depuis l'instant de la journée où 
le soleil a passé au méridien. 

On voit donc qu’en somme midi est une origine des 
temps et qu’on indique un instant en énonçant le nombre 
d'heures et de fractions d'heure qui se sont écoulées 
depuis cet instant origine. 

Mais cette façon d'indiquer un instant est insuffisante, 
car d’abord elle ne peut servir que pour une même jour- 
née et, ensuite, il faut toujours dire s’il s’agit du matin ou 
du sor. Quand je dis : il est 2 heures 1/2, je ne dis pas de 
quel jour il s’agit; je ne sais pas non plus s'il s’agit du 
matin ou du soir. 

Pour pouvoir introduire le temps dans les calculs de 
l'algèbre il faut donc employer une mesure plus précise. 

On y parvient par l'emploi des nombres positifs et 
négatifs. 

Choisissons un instant quelconque comme origine des 
temps. Geci fait, nous indiquerons sans ambiguïté un instant 


quelconque en donnant le nombre d'heures et fractions 
d'heure qui le séparent de l'origine des temps et en ayant 


(‘) Voir notre Cours abrégé d'arithmétique, Livre III, Chap. II, $ 3, 
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soin de donner le signe ( + ) à tous les instants qui suivent 
l'origine et le signe (— ) à ceux qui précèdent l’origine. 


Par exemple, prenons comme origine des temps midi du 1° jan- 
vier 1905. 

L’instant + 4,5 sera alors celui qui a eu lieu 4" 1/2 après midi du 
1°" janvier 1903. Ce sera donc 4"1/2 de l'après-midi du 1° jan- 
vier 1903. 

L’instant + 49 heures est celui qui a eu lieu 49 heures après 
midi du 1°" janvier. Ce sera donc 1 heure de l'après-midi du 3 janvier. 

L’instant — 3",25 est celui qui a eu lieu 3" 1/4 avant midi du 
1°" janvier 1903. Ce sera donc 8" 3/4 du matin du 1°’ janvier 1903. 

L’instant — 24 est celui qui a précédé de 24 heures midi du 
1°" janvier 1903. C’est donc midi du 3r décembre 1902. 

Et ainsi de suite. 

Un instant est repéré par un nombre positif ou négatif 


: 4, . È et), ue 
suivant qu'il suit ou qu'il précède l’origine des temps. 


87. — Horloges. — On pourrait fabriquer une horloge 
pour marquer les instants de la façon sui- 
vante : Dans une longue planchette est prati- 
quée (fig. 9) une rainure longitudinale. Cette 
rainure est graduée et porte des numéros 
— 4, —3, —2, —1,0,+1,+ 2, +3, etc. 
s'étendant dans les deux sens à partir du 
36r0. | 
Dans la rainure glisse, dans le sens de la. 
flèche F, un index qui est mû par un mouve- 
ment d'horlogerie qui est réglé de telle façon 
que l'index soit au point o à l’origine des 
temps, au point — 3 à l'instant — 3, au point 
+ 6 à l'instant + 6 et ainsi de suite. En 
d’autres termes, l'index indiquera, à chaque 
instant, le numéro positif ou négatif de cet 
instant. | 
Dans une telle horloge, un instant quel- 
conque serait repéré comme un point sur une 
droite par une abscisse. Elle permettrait 
donc d’assimiler les instants à des abscisses. 
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Une telle horloge nous facilitera les raisonnements et 
les calculs sur les temps; mais, dans la pratique, elle 
serait irréalisable, car il faudrait une planchette illimitée 
dans les deux sens. 

En fait, au lieu de 
l'horloge  rectiligne 
que nous venons d’i- 
maginer, on emploie 
une horloge circu- 
laire. 

Le cadran de cette 
horloge porte deux 
cercles concentriques 
et deux aiguilles. La 
pointe de la grande 
aiguille se déplace, 
dans le sens de la 
flèche F (fig. 10), sur le grand cercle partagé en 60 par- 
ties égales, numérotées de o à 60. Cette grande aiguille 
fait un tour en une heure ou 60 minutes. Si donc elle 
est à l’origine des temps au point O, elle indique, par 
sa position, le nombre des minutes qui se sont écoulées 
depuis l'instant origine. 

S'il n'y avait que la grande aiguille, l'horloge ne pour- 
rait marquer que les instants pendant une heure. Au bout 
d'une heure elle aurait fait un tour et recommencerait à 
marquer les mêmes numéros qu'auparavant. Pour savoir 
l'heure exacte, l'instant exact, il faut donc savoir combien 
de tours et de fractions de tour a faits la grande aiguille. 
Le rôle de la petite aiguille est d'indiquer le nombre des 
tours entiers de la orande. Cette petite aiguille tourne 
dans le même sens que la grande, mais moins vite. Elle 
avance d'un douzième de tour par heure et les numéros 
des tours faits par la grande sont inscrits en chiffres 
romains sur le pelit cercle que décrit la pointe de cette 
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petite aiguille. Si donc, comme dans la figure ro, la petite 
aiguille est entre V et VI et la grande aiguille au numéro 
18, cela veut dire que la grande aiguille a fait 5 tours plus 
une fraction de 18 soixantièmes. Il s’est donc écoulé depuis 
l’origine des temps 5 heures 18 minutes. 

On pourrait encore dire ici que les aiguilles indiquent 
le chemin parcouru par la grande. Le chemin est de 5 


18 f ; L 
tours plus es de tour. Ce chemin pourrait encore être 


comparé à une abscisse; mais, pour la clarté des raison- 
nements, il sera plus commode de raisonner sur l’hor- 
loge rectiligne. 


88. — Mesure d’un intervalle de temps. — Étant 
donnés deux événements À et B, si je dis qu'ils sont: 
séparés par un intervalle de temps de 4 heures, je ne 
suis pas exactement fixé sur leurs positions relatives, car 
je ne sais pas quel est celui des deux événements qui a 
eu lieu le premier. 

L'événement A peut précéder ou suivre l'événement B. 

L'emploi des nombres positifs et négatifs nous permet 
de faire la distinction. 


Nous appellerons mesure algébrique de l'intervalle de 
temps qui va de l'instant À à l'instant B, le nombre qui a 
pour valeur absolue la mesure du temps qui sépare les deux 
instants et pour signe le signe (+) ou le signe (—), suivant 
que À précède ou suit B. 


Ainsi la mesure algébrique de l'intervalle de temps qui va de 
2 heures de l’après-midi à 5 heures est + 3. La mesure algébrique 
de l'intervalle de temps qui va de 6 heures du matin à 1 heure du 
même matin est — 5. 


89. — Ceci posé, si ous nous reportons à l'horloge 
rectiligne (fig. 9), nous voyons que la mesure algébrique 
d'un intervalle de temps est la même que celle du segment 
qui a pour origine la position de l'index à l'instant üitial 
et pour extrémité la position de l'index à l'instant final. 
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Comme les abscisses de l'index dans les deux positions 
sont précisément les nombres qui repèrent les instants 
correspondants, on a immédiatement la règle suivante en 
appliquant le théorème du n° 80: | 


La mesure algébrique d’un intervalle de temps est égale à 
l'excès du nombre qui .repère l' instant final sur celui qui 
repère l'instant initial. 


ExembLe 1. — Quel est l'intervalle de temps qui va de 84 1/4 du 
matin à 5" 1/2 de l'après-midi d’un même jour? 

En prenant comme origine midi, l'instant initial est née ADN 
l'instant final + 5,5; l’intervalle en question est donc : 


+ 5,5—(— 3,75) — + 9,25. 


Exempze Il. — Quel esi l’intervalle de temps qui va de 2° 1/2 du 
matin à 7" 3/4 du même matin? 
Si on prend comme origine minuit, l'instant initial est + 2,5 et 
l'instant final est + 7,75; l’intervalle cherché est donc : 
47:75 — (+ 2,5) = + 5,26. 
Nous aurions pu prendre comme origine midi. L’instant initial 
serait alors — 9,5 et l'instant final an: l'intervalle cherché 


serait alors 
Ex 4,25 —(—9,2b) —= + b,26. 


On voit que l’on trouve bien le même nombre dans les deux cas. La 
mesure de l'intervalle est indépendante de l’origine choisie. 

90. — Chronologie. — Dans la chronologie de l’'His- 
toire on prend comme origine des temps la naissance de 
Jésus-Christ. Lorsqu'on dit qu’un événement a eu lieu en 
l’an : après Jésus-Christ, on veut dire par là qu’il a eu lieu 
pendant la première année après la naissance du Christ. 
Il ne s’est donc pas écoulé une année entière, mais seule- 
ment une fraction d'année depuis la naissance du Christ. 

Si on prend comme unité l’année, l'instant en question 
est donc un nombre plus petit que x. 

_ Si un événement a eu lieu le 17 février 1903 cela veut 
_ dire que cet événement a eu lieu pendant la r903ième année 
_ après la naissance du Christ. Il s’est donc écoulé 1902 ans 


et 48 Jours ou 1902 +- JE d'année depuis la naissance du 
Christ. 
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_ Pour indiquer une date on pourrait alors employer les 
nombres positifs et négatifs en donnant le signe (+) aux 
dates des événements postérieurs à Jésus-Christ et le 
signe (—) aux dates antérieures à Jésus-Christ. 

Ainsi le 17 février 1903 après Jésus-Christ serait l'instant 


48 
+ ( 1002 + 5) Le 1° décembre de lan 5 avant Jésus-Christ 





serait instant — (i+ + 36e 


 ): en ne comptant pas le jour même. 


91. — Problème. — Un homme est né le 17 novembre de 
l'an 31 av. Jésus-Christ. Il est mort le 18 mars de l'an 43 après 
Jésus-Christ. Combien a-t-il vécu? 


L'instant de sa naissance (initial) est — (50 + ss) 


L'instant de sa mort (final) est + (a SR il 


La durée de sa vie est l'intervalle de temps qui va de sa 
naissance à sa mort; c'est donc (n° 89): 


77 à HAN À 121 
+ (+2 Z)- | Ge+ EE) ]=+7 à ER 
Cet homme a donc vécu 72 ans et 121 jours. 


92. — Remarque. — Il faut essentiellement n'appli- 
quer le repérage des temps pour la chronologie que 
comme nous l’avons fait. On ne peut pas l’appliquer aux. 
millésimes des années. Ceci tient à ce que le millésime 
d’une année n'indique pas combien d'années séparent 
l'instant en question de l'instant origine, mais seulement 
le numéro d'ordre de l’année pendant laquelle l'événement 
a eu lieu. 

Il n'y a pas d'année numérotée o. De l’an 4 avant. 
Jésus-Christ on passe sans transition à l’an 1 après Jésus- | 
Christ. 4 


93. — Changement de l’origine des temps. — L’em- | 
ploi de l’horloge rectiligne nous ayant montré que les 
instants peuvent être regardés comme des abscisses et . 


La 
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les intervalles de temps comme des segments, il en résulte 
que l’on fera un changement d’origine des temps comme 
on fait un changement d’origine des abscisses. 

Si donc t désigne le nombre qui repère un instant avec 
une première origine, {’ le nombre qui repère le même ins- 
tant avec une seconde origine, et 0 le nombre qui repère 
la seconde origine par rapport à la première, on a, en 
appliquant la formule (r) du n° 83, 

l—=t—6. 

Le nombre qui repère un instant par rapport à une nouvelle 

origine est égal au nombre qui repère le même instant par 


rapport à l’ancienne origine diminué du nombre qui repère 
la nouvelle origine par rapport à l’ancienne. 


Exempce. — La nouvelle origine est l'instant — 3,5 avec l’ancienne 
origine. On a donc | RS PTE EAU = RU 
Si Date À 7 D à 
t— —5, DE 0,0 
1— —8,5, U— — 5. 


94. —Applications. - La formule du changement d'ori- 
gine peut servir à: calculer l'heure exacte sur une hor- 
loge qui avance ou retarde; à calculer l’heure dans une 
ville qui n’est pas sur le même méridien que Paris, con- 
naissant l'heure de Paris et la différence des heures. 

En voici des exemples : 


PROBLÈME I. — Paul a une montre qui retarde de 5 minutes 
Calculer l'heure exacte lorsque la montre de Paul indique 
uen? 

Dire que la montre de Paul retarde de 5 minutes c’est 
dire que quand il est midi la montre marque midi mons 5. 

La nouvelle origine est donc l'instant — 5 sur la montre 
de Paul. L'heure exacte s'obtient donc en retranchant 
(—5) de l'heure marquée par la montre, c’est-à-dire en 
ajoutant + 5. 

Il faut donc ajouter 5 minutes à l'heure marquée. Lors- 
que la montre marque 3" 2°, 1l est 3" 7. 
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PROBLÈME II. — Quand 1l est midi à Bordeaux, il est 
midi 11% 38° & Paris. Comment obhent-on l'heure de Bordeaux 
connaissant celle de Paris ? 

L'origine des temps à Paris est midi de Paris, c'est-à- 
dire l'instant où le soleil passe au méridien de Paris. 
L'origine des temps à Bordeaux estmidi de Bordeaux, c'est- 
à-dire l'instant où le soleil passe au méridien de Bordeaux. 
Comme Bordeaux et Paris ne sont pas sur le même 
méridien, l’origine des temps n’est pas la même pour les 
Parisiens etles Bordelais. | 

L'origine des temps des Bordelais est l'instant + (1138) 
pour les Parisiens. 

On obtiendra donc l'heure de Bordeaux en retranchant 
de l'heure de Paris 11° 38:. 


Ainsi quand 1l est 3 heures à Paris, 1l est 2} 48" 22° à Bordeaux. 


à 3. — Mouvement uniforme. 


95. — Définition. — On dit qu'un mobile qui se meut 
sur un axe, Sur lequel un sens positif a été choisi, est animé 
d’un mouvement uniforme si les segments parcourus par ce 
mobile dans des temps égaux sont égaux, quelle que soit la 
valeur commune de ces temps. 


Le segment parcouru dans une heure a toujours même 
mesure algébrique; le segment parcouru dans une minute | 
‘a toujours même mesure algébrique, et ainsi de suite. 

Il est bon de remarquer qu'il s’agit de segments. Ceci 
implique donc non seulement que les chemins parcourus 
dans des temps égaux sont égaux, mais aussi que les sens 
de parcours sont les mêmes. 

I en résulte que. le mobile marche toujours dans Le 
même sens. 

96. — Vitesse. — On appelle vitesse d'un mouvement uni- 


forme la mesure algébrique du segment parcouru dans l'unité 
de temps: 


La vitesse est donc un nombre positif ou négatif suivant 
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que le mobile marche ou non dans le sens positif choisi. 

La valeur absolue de la vitesse dépend des unilés choisies. 
Il est donc essentiel que l’on dise toujours quelles sont les 
. unités choisies. 

Par exemple, si l’on dit que la vitesse est de 30 kilomè- 
tres à l'heure, l'unité de longueur est le kilomètre, l'unité 
de temps est l'heure. 

Il peut être utile de savoir changer d'unités. 

Nous traiterons un exemple courant. 


PROBLÈME. — Connaissant la vitesse en kilomètres à 
l'heure, calculer la vitesse en mètres à la seconde. 

Soit V ia vitesse en kilomètres à l'heure. Ceci veut dire 
que dans une heure le mobile décrit V kilomètres ou 
V X 1000 mètres. 

__ Dans une heure il y a 3600 secondes et, comme dans 
chaque seconde il décrit toujours le même chemin, on 
obtiendra le chemin parcouru en une seconde en parta- 
geant V X 1000 en 3600 parties égales. Si donc on appelle 
» la vitesse en mètres à la seconde, on a : 
Vas ronon eV 
== (TRE TE PTE 3,6 . 

Pour avoir la vitesse en mètres à la seconde, on divise la 
vitesse en kilomètres à l'heure par 3,6. 

Inversement : 

VS D,<3:0 

Pour avoir la vitesse en kilomètres à l'heure, on multiplie 
la vitesse en mètres à la seconde par 3,6. 

Ainsi un cycliste qui fait r8 kilomètres à l'heure fait _. — 5 mè- 


? 
tres à la seconde. 


Un train qui fait 11 mètres à la seconde fait 39,6 à l'heure. 
97. — Formule du mouvement uniforme. — Le 
problème général qu'il s’agit de résoudre est le suivant : 


Un mobile qui se meut d'un mouvement uniforme est à 
un instant initial en À; à un instant final il est en B; cal- 
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culer la mesure algébrique du segment AB connaissant la 
vitesse v et l'intervalle de temps {. 

Il faut de suite remarquer que, dans cet énoncé, on ne 
suppose rien sur les deux instants; on ne dit pas si l'instant 
initial précède ou suit l'instant final. 

Si t >o, l'instant initial précède l'instant final : le mobile 
a donc marché de A vers B. 


Sit <o, l'instant initial suit l'instant final : le mobile : 


était donc en B avant d'être en A; il a marché de B 
vers À. 
Soit e = AB. 


Nous allons prouver que, dans tous les cas, on a: 
ÉRULI (1) 


Pour démontrer que les deux nombres e et vi sont égaux 
il faut prouver : 1° qu'ils ont même valeur absolue; »° qu'ils 
ont même signe. 


1° [ls ont même valeur absolue. Désignons, en effet, par 
E, V,T les valeurs absolues de e, v, {. D'après la règle de 
trois, puisque dans le temps 1, le mobile décrit le chemin 
V, dans le temps T il décrira T fois plus, ou V XT. 
On a donc bien 
HENRY 
Ou : ONE 


2° Ils ont même signe. En effet, si t{ est positif, le mobile 
va de’ A vers B, le sens du segment AB est donc le sens 
du mouvement ete — AB a même signe que v et, par suite, 
que vf. F 

Si {est négatif, le mobile va de B vers A. Le sens du 
segment AB est donc contraire au sens du mouvement et 
e—AB est de signe contraire au signe de v. Mais, 
comme { est négatif, vf sera de signe contraire au signe de 
v et, par suite, sera bien de même signe que e. 

La formule (r) est donc bien générale. 


“ 
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Il faut. bien se garder de nommer e, dans la formule (1), 
le segment parcouru par le mobile; car c'est inexact quand 
test négatif: Lorsque { est négatif le mobile décrit le 
segment — e. 


98. — Mouvement curviligne. — Nous avons sup- 
posé, dans ce qui précède, que le mobile décrivait une 
ligne droite; mais tout ce que nous avons dit s'applique 
encore au cas du mouvement curviligne, c’est-à-dire au 
cas où le mobile décrit un chemin courbe. 

On peut, en effet, toujours imaginer qu’on ait rectifié, 
par la pensée, le chemin et raisonner sur ce chemin 
comme s'il était rectiligne. 

Ou, si l’on veut, on peut toujours choisir sur le chemin 
un sens positif et compter les segments curvilignes positive- 
ment dans ce sens et négativement dans l’autre. 

Ainsi, un train qui se déplace sur une voie ferrée ne décrit presque 
jamais une ligne droite, on peut cependant appliquer tout ce que nous 
avons dit à la marche de ce tr ain, car 1l est facile de prendre sur la 


voie ferrée un sens positif et de mesurer les espaces parcourus sur 
cette voie positivement dans ce sens et négativement dans l’autre. 


ExemPLe. — Un train marche sur la ligne Paris-Lyon-Marseille 
dans le sens de Paris vers Marseille à 90 kilomètres à l'heure. Il a 
passé à Lyon à 2° 35". Où était-il à 1° 15"? 

Prenons comme unité de temps la minute et comme unité de lon- 
gueur le kilomètre. Choisissons comme sens positif le sens de marche 
du train. La vitesse du train est : 

NS COR ET 

Varie + 1,9. 
L’instant initial est 2" 35" ou 155 minutes. 
L’instant final est 1" 15" ou 75 minutes. 
L’intervalle de temps £ est (n° 89) : 


t— 75 — 155 — — 80. 


Le segment qui a pour origine Lyon et pour extrémité le point 
cherché est 
e—1, X (— 80) — — 120. 


Le résultat est négatif. Le train était donc, à 1° 15", à 120 kilo- 
mètres avant Lyon. 
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99. — Calcul du temps. — Puisque e est égal au pro- 
duit de v par {, on en conclut que {est le quotient de e 
par v. On a donc: 


Pare (2) 


formule qui permet de calculer { connaissant e et v. 


Exempze. — Un train, allant de Paris à Marseille par Lyon, a 
passé à Lyon à midi. À quelle heure était-il à Dijon, qui est à 
198 kilomètres avant Lyon? La vitesse du train est de 80 kilo- 
mètres à l'heure. 


Prenons comme unité de temps l'heure et comme unité de longueur 
le kilomètre. Choisissons comme sens positif le sens Paris-Marseille. 


On à : E——198 v—+80. 
ap DE nie 
{= — SE 2,475. 


Le train a passé 2",475 avant midi à Dijon. Or, o",475 valent 
28,50 ou 28"30. 


Le train a done passé à Dijon à 2" 28" 30° avant midi, c’est-à-dire à 
9" 31% 30° du matin. 


100. — Galcul de la vitesse. —- Puisque e est le pro- 
duit de v par £, c'est que v est le quotient de e par {. On a 
donc : 


e 
es (3) 
formule qui permet de calculer { connaissant e et v. 
ExEmPLE : De Paris à Dijon il y a 315 kilomètres. Un train se 


trouvait à Paris à 6" 58" du matin et à Dijon à 1° 59® du matin. 
Quelle était sa vitesse et son sens de marche ? 


Prenons pour sens positif le sens de Paris vers Dijon. On a alors: 
e— + 315, 


en prenant comme unité de longueur le kilomètre. 
Si on prend comme unité de temps la minute, l'instant initial est 
+ 398 et l'instant final + 119. L'intervalle de temps t est : 


= 119 — 398 — — 279. 


L 
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on à ainsi : ’ 
10 #4 JT re 
MAT 370 0 STE de 


La vitesse est donc de 18,129 à la minute et, comme v est négalif, 
le sens de marche est de Dijon vers Paris. La vitesse en kilomètres à 
l'heure est : 

1,129 X 60 — 670,740 à l'heure. 


104. — Équation du mouvement uniforme. — La 
formule du mouvement uniforme se met souvent sous 
une autre forme qu'on appelle équation du mouvement 
uniforme. | 

A cet effet, prenons sur la droite que décrit le mobile 
(fig. 11) un sens positif et une origine O des abscisses. 

Soit M, la position du mobile à un instant {, que nous 
nommerons instant initial et x, l’abscisse OM, de M. 





Mo Ô M ge 


Fig, 1r, 








Soit M la position du mobile à un instant quelconque t 
et æ l'abscisse OM de M. Proposons-nous de calculer æ& 
connaissant {. La position initiale du mobile est M,, sa 
position finale M: d’après la formule (1) du mouvement 
uniforme, MM est égal au produit de la vitesse v par l'in- 
tervalle de temps qui va de l'instant initial à l'instant final. 

Or cet intervalle de temps est (n° 89)  —{4,, et on a :- 


e= MM = % — %. 
On en conclut : 
LC —Lo—=V(lt— to). (4) 
Ce qui s'écrit : 
L = Lo + 0 (— to). (5) 


C’est là ce: qu’on appelle l'équation du mouvement uni- 
forme. 

Dans cette équation, x,, v et {, sont trois données, trois 

quantités fixes, ce qu’on appelle des constantes. 


4 
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Au contraire-æ et { sont des quantités qui varient à 
chaque instant, ce qu'on appelle des variables. 

La formule ou équation (5) permet alors de calculer 
l'abscisse æ du mobile connaissant t; c'est-à-dire de dé- 
terminer, à chaque instant, la position du mobile sur la 
droite qu'il parcourt. 


402. — Mouvement curviligne. — La remarque que 
nous avons faite au n° 98 s’applique encore ici. 

La formule (5) que nous avons établie pour un chemin 
rectiligne s'applique, sans modification, à un chemin cur- 
viligne, car on peut toujours prendre sur ce chemin un 
point fixe comme origine, choisir un sens positif et compter 
les distances, à partir de l’origine choisie, positivement 
dans le premier sens et négativement dans le second. 

Exempze. — Un train part de Paris pour Nancy à midi 35 et 
marche à la vitesse de 66 kilomètres à l'heure. En supposant qu'il 
marche sans arrêts, former son équation de marche. 


Prenons comme sens posilif le sens Paris-Nancy; comme unités, le 
kilomètre et la minute. 


On a : V—+1,1 


Car le train fait 1*°,1 à la minute. 
L'origine des abscisses étant Paris, on a : 


4 = + 35 To 0: 
L’équation (5) donne alors : 
; 2,1 (35) 0e 


À quelles distances de Paris sera le train à 2"26, 3"31, 415, 5"25, 
556? 
Il suffit de faire successivement 


pour 52/20/1140 Net on 26 07 Ra 


DONNE AT T — L=—=100 0 
Arr, 0 1255 — LANCE 
2525/4335 _ T==919 
XD b0 4050 — x=855 


Comme Nancy est à 353 kilomètres de Paris, il est donc arrivé à 
Nancy à 5°567. 
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103. — Calcul de l'instant. — Puisque, d’après la for- 
mule (4), æ — x, est le produit de v par {—{,, c'est que 
t— {, est le quotient de x — æ, par v. On à donc : 
LE — Lo 








» ou = Lo + (6) 


0) v 
Cette formule permet de calculer à quel instant €, le mo- 
bile se trouve en un point donné d'abscisse æ. 


Exempre. — Le départ de la première étape de la course de voi- 
Lures automobiles Paris-Madrid a eu lieu à Versailles le 24 mai 1903. 
La première voiture est partie à 3" 30° du matin et a marché à la 
vitesse de 105 kilomètres à l'heure. Quelles auraient été les heures 
de passage de la voiture aux lieux ci-après si elle n'avait pas eu 
d'arrêts. 


Versailles (départ). . . orne Chatelleranit me Pre 6 
RanDoule tee Le US L:26:5 PORIGES MR A TERRES TO 
IUT RECONNAIT, RUE RG CE RM 382 
SRATOUR T0 119 ADpOUEMENS Se. #0 
DÉHAOIEEEN ES 108 Eibour De SEM AE 
A NT sie ATO Bordeaux (arrivée). . . 552 


Prenons pour sens positif le sens Paris-Bordeaux ; 

Pour origine des abscisses le départ (Versailles) ; 

Pour origine des temps minuit de la nuit du 23 au 24 mai 1903; 
pour unités le kilomètre et la minute. On à alors : 


Wu FL DHIOUR £ 
Ti OP el 7100, Er A 147 
On à donc: (10 +210 + & X 0,571. 


Il nous suffit alors de faire dans cette formule successivement : 
PO AT = TAN el0 
On a ainsi le tableau suivant : 


l HEURES DE PASSAGE 
LRO NS NME NEA HET ER 7 SANS: 
PR TM Ne ie) PE gba 28 ANA 19 
PORT AR aies, me: 278 A 580 
VEUT SCORE 300,28 5 o"17° 
LNRLET RUN AONER R EEES 332,89 ES dei 
DONNE Te te 1 97aa8 612" 19" 
Ras 100. 12 39000 6" 30" 34° 
DUC ÆE 428,85 Teué OA LE 
OISE A PA OT TT Le 45343 RES EVE 
IPTC TI OL Cr. , Sr1,19 SLSrnL 8: 


Bordeaux (arrivée). ... . . . . 525,41 8" 45" 25 
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ÿ Æ. — Détermination de la position d’un point 


= 119 
\ Pope 

MAE 
An D - 


sur une droite par le rapport de ses dis- 


tances à deux points fixes de cette droite. 


104. — Préliminaires. — Considérons une droite indé- 
finie et deux points fixes A et B (fig. 12) sur cette droite. 
Supposons d'abord qu'on ait choisi sur la droite un sens 


positif et considérons le quotient _ des mesures algé- 








LE ES" TE ————_—————— 0 mt 


B M A 


Fig. 12. 
briques des segments BM et AM que nous représentons 
par y: 


jai BMS 
AM 

Remarquons d’abord que la valeur de y est indépen- 
dante du sens positif choisi; car, si on change le sens 
positif sur la droite, les mesures algébriques des deux 
segments changent de signe toutes les deux à la fois et le 
quotient y ne change pas. 
_ Ilest donc absolument inutile de dire quel est le sens 
positif choisi sur AB ; ce sens peut être arbitraire. 

Si le point M est entre B et À, ces deux segments BM et 
AM sont de sens opposés et y est négatif. 

Si le point M n’est pas entre B et À, les deux segments 
BM et AM sont de même sens et y est positif. 

Le signe du rapport y indique donc si M est ou non entre 
B et A. 

Remarquons enfin que y n’a pas de sens lorsque M est 
en À. En effet, dans ce cas, le dénominateur AM est nul 
et une fraction qui a pour dénominateur zéro n’a pas de 
sens, 

Nous examinerons ce cas particulier à part. 


te r$ re Fer pee He LS ' ds VUS POP ER ES Je" TRPTET Te | AN RDA NT 


+ : DOM 
EE à Ê ù 7 befr 


VE "Us « C NES | f 
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105. — Détermination de la position du point. — 
A tout point M de la droite AB, autre que À, correspond 
une valeur de y bien déterminée. 

Mais réciproquement, élant donnée la valeur de y posi- 
tive ou négative, existe-t-il un point M, et un seul, tel que 
l’on ait | 


_BM "4 (1) 
LE 


non | 





C'est ce que nous allons chercher. 
Prenons, à cet effet, sur AB comme sens positif, le sens 
de À vers B et le point À comme origine des abscisses. 


Soit AM 


> 
— 


— æ l’abscisse de M, 


| 


> 
up) 


— à l’abscisse de B. 
On aura (n° 80) 
BM — AM — AB — x — a; 
et, par suite, l'égalité (1) s'écrit, dans tous les cas, 
ét AT 


AL. : 


Le problème est donc ramené à ceci : 

y étant donné, trouver pour quelles valeurs de x l’éga- 
lité (2) est vérifiée. 

Puisque y est le quotient de æ — a par x, 


on a : 
TZ — à —= YE 
donc : 
DA EUR 
_et aussi : 


D YL — '@. (3) 
Or, en vertu du théorème du n° 48, on a: 
L'(i—Y) = LE — YX; 
l'égalité (3) s'écrit donc finalement : 
æ (1 — y) = a. (4) 


Si y n'est pas égal à 1, 1 — y nest pas égal à zéro et 
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cette égalité exprime que le nombre cherché æ est celui 
qui, multiplié par 1 — y, donne pour produit a. C’est 
donc, par définition du quotient, le quotient de a par 


1 — y. On a ainsi 
a 


a 

On trouve une valeur de æ, et une seule, pourvu que y 
ne soit pas égal à r. 

Or, il n’y a sur la droite qu’un point, et un seul, ayant 
l’abscisse x, donc: 


DE 





A toute valeur de y, différente de 1, correspond sur la 
droite un point, et un seul. 


En résumé : 

A tout point M correspond une valeur de y et à toute 
valeur de y correspond un point, et un seul. 

On peut donc dire que la connaissance de y détermine 
le point M sur la droite. 
Il y a exception pour le point A et pour y = 1. 
Examinons à part ces deux exceptions. 


106. — Gas où le point est en A. — Lorsque M est 
en À, le rapport y n’a plus de sens. 

Imaginons alors que M, au lieu d’être en A, soit très 
voisin de A. Si M est très voisin de À, la distance AM est 
très petite et la valeur absolue de x — AM est très petite. 


Si nous considérons alors la fraction 
_æT—a 
/ Pat 4 
nous voyons que son numérateur est très voisin de — a 
et son dénominateur voisin de zéro. Or, lorsque dans une 
fraction arithmétique le dénominateur est très petit, le 
numérateur n'étant pas nul, cette fraction est très grande. 
Ainsi on a : 





Li I 
D AL OS EE RE OO 
s O,1 0,01 
I J 
1000 ,.,. > 1] 000000 
0,001 0,000001 
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Plus le dénominateur est petit, plus la fraction est 
grande. 

Si on imagine que le dénominateur devienne de plus: 
en plus petit en valeur absolue, se rapproche de plus en 
plus de la valeur zéro, tende vers zéro, la fraction devient 
de plus en plus grande et croît sans limite, croît andéfini- 
mené. 


Ainsi la fraction _ quand + est assez petit, peut deve- 


nir plus grande que n'importe quel nombre. Par exemple 
elle peut devenir plus grande que 1 000 000 000, car il suffit 
pour cela que x soit plus petit que 


I 
—— —0,000 000001 : 
1 000 000 000 


TE — 





S air 4 L 
Si donc nous considérons le rapport quand x est 


très petit en valeur absolue, 1l sera très grand en valeur 


absolue. ‘ 
Prenons AB pour unilé de longueur. On à alors a= 1. 


Le rapport s'écrit 


i CRT 
ZE —— (2 
VE ; 
pour 
—— 0,999 
LT — 0,001, ON AY= ——— [6 
+ 0,001, y 0,001 999; 
© oo1,ona1 SARees + 10 
Z — 0 Lis PRES OI 
A J — 0,001 Ê 
F49:900 900 
JOE=S 0,000001, OM AU ——— © —z— 
+ ©, ) y 0,000 001 999 999, 
— 1,000 001 
de 5 0,000 001,01 4U—=———————-#$ 1000 001, 
— 0,000 O01I 


et ainsi de suite. 

On voit que, quand æ est très pelit, y est très grand en 
valeur absolue, soit positif, soit négatif. 

On en conclut que, quand M est très voisin de À, y est 
très grand en valeur absolue. 


À r PE Y de Ole : " ds WT Mans, RL 
a? » AT nes LL + VEN y eu 
J ï & ù : : ñ 4 
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Quand M se rapproche du point À, {end vers À, le rap- 
«port y CROÎT INDÉFINIMENT en valeur absolue. 
+ à On exprime alors ce fait en disant qu'au point À, y est 
infiniment grand, et on indique cela par le symbole ce. 


107. — Remarque. — L'examen du cas précédent nous 
a conduit à considérer une fraction dont la valeur absolue 
croît indéfiniment, c'est-à-dire peut devenir plus grande 
que n'importe quel nombre arithmétique assignable, si 
grand qu'il soit. ‘ 

_ Or, lorsque cela a lieu, cela peut arriver de deux ma- 
nières. : 

La fraction peut être positive, et alors on dit que la 
fraction croît indéfiniment par valeurs positives, ce qu'on 
représente par le symbole + % (qui se lit plus l'infini). 

Ou bien, la fraction est négative ; on dit alors qu'elle 
croît indéfiniment par valeurs négatives et on indique cela 
par le symbole — (qui se lit moins l'infini). | 

Ainsi le rapport y est négatif quand x est très petit et 
positif, et au contraire y est positif quand x est très petit 
et négatif. 

Quand æ tend vers zéro par valeurs positives, y croît 
indéfiniment par valeurs négatives. 

Quand æ tend vers zéro par valeurs négatives, y croît 
indéfiniment par valeurs positives. 


108. — Cas de y —1. — Nous avons trouvé au n° 105. 
que æ était bien déterminé chaque fois que y était différent 
de r. Voyons ce qui arrive pour y= r. On'a : * 

a 
res) rex y 

On voit que pour y— 1 le dénominateur de x est égal à 
zéro. 

Nous avons donc encore ici affaire à une fraction dont 
le dénominateur devient nul. | 

Lorsque y prend des valeurs très voisines de la va- 





A EN Le a  SUER 


\ 
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leur 1, 1: — y est, en valeur absolue, très petit, donc x est, 
en valeur absolue, très grand. 

On peut donc dire qu'à des valeurs de y très voisines 
de 1 correspondent des points de la droite AB qui sont 
très éloignés. 

Lorsque y tend vers 1, se rapproche de la valeur 1,1 —4y 
tend vers zéro, se rapproche de la valeur zéro, et x croît 
indéfiniment. 

On peut donc dire que: 

Quand y tend vers 1, le point M s'éloigne indéfiniment. 

On exprime encore cela en disant que, lorsque y = 1, le 
point M est rejeté à l'infini. 

Quand y est plus petit que 1, æ est positif. 

Quand y est plus grand que 1, æ est négatif. 

Le point M s'éloigne donc du côté positif ou du côté 
négatif suivant que y tend vers r par valeurs plus petites 
ou plus grandes. 


109. — Variation du rapport. — Pour mieux nous 
rendre compte de la correspondance entre les valeurs du 
rapport yet les positions du point M sur la droite AB, 
nous allons imaginer que le point M décrive toute la 
droite AB (fig. 13) dans le sens de A vers B [de gauche à 
droite sur la figure. 

Nous avons vu que l'on a: 


PME at 
I x 
Ceci peut s’écrire 
mb id 
U—=—-—— 
J d XL 
ou, comme — — 1, 
d 
Œ 
YU—=Ii——-. 
J 2 


Lorsque le point M décrit la droite dans le sens AB, son 
abscisse æ va sans cesse en croissant. 
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a CR a 
z ‘à donc sans cesse en diminuant et x — x OU y Va 


y plus grand que 1 négatif y compris entre oet1 
tel A, 
+2 | —> _-1 Q 
C A B D 
ne et 
Fig. 13. 


mis 
en augmentant, car il est clair que plus la partie x due l'on 


soustrait de r est petite, plus la différence y est grande. 

Le rapport y va donc toujours en augmentant. 

Lorsque M est très loin à gauche, æest infiniment grand 
etnégatif, y est voisin de + 1 (n° 108). 

Quand M décrit la portion CA de la droite, y croît depuis 
la valeur r1,et à mesure qu'il approche de A, y devient de 
plus-en plus grand (n° 106). 

En d’autres termes, quand M tend vers À, y tend vers 
+ ©. 

Lorsque M passe par A, le rapport y change brusque- 
ment de signe et devient négatif. D'abord très grand en 
valeur absolue et positif, il devient très grand en valeur 
absolue mais #égalif. On dit que y saute brusquement de 
+ do à — ©. $ 

Quand M va de A en B, le rapport est négatif et croît 
depuis une valeur excessivement grande en valeur absolue 
et négative, depuis — æ, jusqu’à la valeur o, qu'il atteint 
quand M esten B. 

Enfin, quand M dépasse B, y redevient positif et, M s’éloi- 
gnant indéfiniment vers la droite de B, vers D, le rapport y 
tend vers la valeur + 1. y augmente de o à + 1. 

La figure 13 résume les résultats. 


110. — Remarque.— Lorsque M est au milieu de AB, 
on ay— —1; dans ce cas, en effet, les deux segments 
AM et BM sont opposés. 


ee 


M==pM: 
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Il est bon d’ailleurs de s'exercer à reconnaître la position 


approximative d’un point lorsqu'on connaît la valeur cor- 
respondante de y. 


+3 °-1-3 O0 7: 
C A B D 


ExemPLes. — Pour y — + 3, le point M est à gauche de À dans la 
région AC, puisque y > 1 (fig. 14). 


Pour y = + = M est à droite de B dans la région BD; car o y < 1. 
POUR NU — —= M est entre À et B, puisque y < 0. 


Nous indiquerons plus loin au chapitre VII, $ 2, une 
représentation graphique intéressante de la variation de y. 


EXERCICES 


SEGMENTS 


25. Étant donnés n points A, B, C, D... situés sur une même droite et 
dont les abscisses sont représentées en valeur absolue et en signes par 4, 
b, c, d..….., prouver que si l’on détermine sur la droite le pomt P dont 


l'abscisse est 
a+b+c+d+..……… 
DE — ——; 
ni 

la mesure algébrique du segment XP, X étant un point quelconque de 
la droite, est la moyenne arithmétique des mesures algébriques des segments 
XA, XB, XC, XD, f ..… L 

26. Étant donnés 3 points O, A, B en ligne droite et un pomt M sur AB, 
défini par la relation 


démontrer que l'on a : 
(p+q)0M=p : OA + q-0B, 


——. ms ce me mm 


fier dans les cas suivants * 


NL RS hs Co de L 
+ 4 a 
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OA: 8, 0B— 0 P—= 30 Er) 
OA==—8 , 0OB— 0 , DENT NT ed 


DAS MORE 0 MIND SE UNE ht 
27. Étant donnés 4 points A, B, C, D en ligne droite, démontrer que. 
on a : 

DA?.BC-— DB. CAL DC. AB--AB:BC-CA=0, 


— te —— —e  —— 


AB, BC, CA, DA, DB, DC désignant les mesures algébriques des segments. 
Vérifier dans les cas suivants : 


DA— 100 tn DRE DO 2, DC — 20; 
DA——100 , DB— 50 DC — 20 ; 
DA——100 , DB——50 DC— 20; 
DA——100 . DB—— 50 DC —— 20; 
DA — T4 PER DB— 100 , DC— 20; 
DA—— 50 , DB—-=100 , DC—=— 20; 
DA = 20 DR o MD = 
DA — 0 , DB— 50 . DC—— 100. 


28. Les 4 ponts A, B, C, D étant déterminés sur une même droite par 
a relation 
AB:CD—2BC": DA; 
montrer que l'on a aussi la relation 
I 1 2 


ACHADANUAR 








et que si M est le milieu de AB, on a : 
DM . DC — DA : DB. 
29. Étant donnés 4 points O, F, P’, P en ligne droite et tels qu'entre 
les segments OF, OP, OP’ on ait la relation 


L ï I 


OPAAOP MDP 
montrer qu'on a aussi la relation 
FD IP — F0. 
30. On considère 4 points A, B, C, D, situés en ligne droite dans l’ordre 
indiqué. Démontrer que si ces 4 points sont tels que‘le rapport des seg- 


— 


ments AB et AD est égal au rapport des segments CB et CD changé de 


signe, les 4 segments AB, BC, CD, AD jouissent de la propriété que l'in- 
verse du plus petit est égal à la somme des inverses des trois autres. 
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© 84. Étant donnés 3 points 0, A,B en ligne droite et le point 1 milieu du 
segment AB, démontrer les relations : 


OA + OB — 201; 
OA" O0B—=0P AP. 
32. Étant donnés 4 points A, B,C,D en ligne droite, tels que l'on ait : 
CA DA 


CHSURUE 
montrer que si l’on prend sur la droite un point quelconque O, on a la 
relation 
> (OA OB + OC: OD) — (04 + 0B) (OC + OD). 
Que devient cette formule si le point O coïncide avec le milieu I 
de AB? 
33. Si l’on désigne par le rapport 
Un M 
CF D 
CA, DB, CB, DA représentant les segments déterminés sur une même 
droite par les 4 points A, B, C, D, trouver en fonction de Æ la valeur des 
rapports suivants : 
M PU D: 0, D, 0m 
DUO USD (0) L/DB CB DC BC, CD.EHD 
34. Si les points C et D divisent le segment AB dans des rapports égaux 
en valeur absolue, O étant le milieu de AB, I le milieu de CD et M un 
point quelconque pris sur AB, on a : 
MC : MD + MA. MB— 2MI : MO. 


35. Étant donnés deux points À et B sur une droite indéfinie, on déter- 
mine les deux points C et D de cette droite, tels que l’on ait : 





AC _m AD m 
Gaec re BD a 


Dans quel rapport le point O, milieu de CD, divise-t-il AB? Le point 0 
est-il entre À et B ou en dehors de ce segment? 


MOUVEMENT UNIFORME 


36. Un mobile se déplace, d'un mouvement uniforme à la vitesse de 
5 mètres par seconde. Quelle est sa vitesse : 

1° En centimètres par minute; 

2° En kilomètres par heure; 

3° En myriamètres par jour ? 
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37. Deux courriers vont à la rencontre l’un de l'autre en partant de 
deux villes À et B distantes de 400 kilomètres. Celui qui part de A fait 
12 kilomètres à l'heure; celui qui part de B fait 8 kilomètres à l'heure et 
part 6 heures avant l’autre. Au bout de combien de temps se rencontreront- 
ils et à quelles distances des points de départ ? 

38. Deux équipes de rameurs font un match sur une distance de 8 kilo- 
mètres; la première équipe donne 42 coups de rame à la minute, l'autre 
38 et cette dernière parcourt la distance en 35 minutes. En supposant que 
les deux équipes se déplacent uniformément et que 40 coups de rame de 
la première soient égaux à 36 de la seconde, trouver la position de l’équipe 
battue à la fin de la course. 

39. Un train express a une vitesse double de celle d’un train omnibus. 
Le premier parcourt une distance de 180 kilomètres en 2 heures de moins 
que le second. Trouver les vitesses des deux trains en supposant qu'ils se 
déplacent d'un mouvement uniforme. 

40. Un bicycliste, qui part en excursion, calcule qu'en faisant 20 kilo- 
mètres à l'heure, il arriverait un quart d'heure plus tôt qu'en parcourant 
seulement 920 mètres en trois minutes. Quelle distance doit-il franchir? 

41. Pendant la marche d’un train, on observe un bruit spécial chaque 
fois qu’une roue passe d’un rail au suivant. Les rails ont 12 mètres de 
longueur, et on a compté 155 de ces bruits en 1"46°. Quelle est la vitesse 
du train en kilomètres par heure? 

42. Deux bicyclistes À et B partent en même temps d’une ville Met 


. . . . . ° Li * L 
se dirigent vers une ville N. Le bicychiste A fait 17 + à l'heure et B, 


15 kilomètres. Le premier rencontre, à 10 kilomètres du point de départ, : 
un ami avec lequel il revient en M où il reste avec lui 20 minutes, puis 
il repart et arrive en N en même temps que B qui avait pris 40 minutes 
de repos en route. Quelle est la distance MN et la durée du trajet? 

43. Un cavalier part de A dans la direction AB en même temps que 
deux piétons partent de B dans des sens opposés. Le cavalier les rencontre 
l'un en M, l’autre en M’. On demande de calculer la distance AB, sachant 
que les deux piétons ont la même vitesse, que la vitesse du cavalier est m 
fois plus grande et que la distance MM’ est égale à d. 

44. Généraliser le problème précédent en supposant que les piétons 
s'éloignent de B avec des vitesses v et v’, et que le cavalier part de A 
dans la direction AB avec la vitesse V:; on donne MM’ — 4. 

45. Trois mobiles parcourent la même route ABCX dans le même sens AX, 
le premier A fait 48 kilomètres à l'heure, le deuxième B fait 32 kilomé- 
tres et le troisième C, 44 kilomètres. De plus, le premier part une heure 
après les deux autres qui partent en même temps. Sachant que la distance 
AB est égale à 28 kilomètres et BC — 58 kilomètres, trouver le chemin 
parcouru par le mobile À quand il se trouvera à égale distance des deux 
autres, et la distance qui l'en séparera. Indiquer les positions des mobiles 
B et C à ce moment. 

46. Deux coureurs partent d'un même pont sur une piste circulaire, 
dont ja longueur est a et tournent dans le même sens, le premier avec 
une vitesse constante v, le second avec la vitesse v’. Indiquer les époques où 
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les coureurs se rencontreront et les chemins parcourus par chacun d’eux. 

47. Un voyageur qui se rend à pied de la ville À à la ville B, part à 
midi en faisant 30 mètres à la minute; à une certaine distance, il monte 
dans un tramway, qui part de À à midi 20 minutes, pour aller également 
à Ben faisant 150 mètres par minute; le voyageur arrive 24 minutes plus 
tôt que s'il avait continué à marcher à pied. 

On demande : r° A quelle distance de A il est monté en tramway; 
2° quelle est la distance de A à B. 

48. Deux bicyclistes À et B partent d’un même point, le second parcou- 
rant 3 kilomètres à l'heure de plus que le premier. Deux heures après le 
départ, le cycliste À augmente sa vitesse de 1 kilomètre à l'heure, pen- 
dant que B est obligé, par suite d'un accident, de s’arrêter pendant 
3/4 d'heure. La rencontre se fait 6* 1/2 après le départ. En supposant que 
les deux cyclistes se soient déplacés d'un mouvement uniforme dans les 
intervalles de temps considérés, on demande leurs vitesses respectives et 
la distance du point de rencontre au point de départ. 

49. Dans une course, A court à une allure de 275 mètres à la minute; 
B poursuit À à une vitesse de 250 mètres à la minute, pendant la première 
moitié de la course et à la vitesse de 285 mètres pendant la seconde. Qui 
gagne ? et quelle est la longueur de la course si le gagnant arrive 15 secondes 
avant l'autre ? 

50. Une personne marche à une allure régulière, et après avoir parcouru 
la moitié du trajet qu’elle doit faire, elle accélère le pas de façon que sa 
vitesse nouvelle soit avec l’ancienne dans le rapport de 3 à 2. Elle arrive 
à destination 40 minutes plus tôt que si elle avait toujours marché à la 
première allure. Pendant combien de temps a-t-elle marché à chaque allure ? 

51. Deux courriers partent des points À et B distants de 105 kilomètres; 
en allant à la rencontre l’un de l’autre, ils se rencontrent au bout de 
6 heures; s'ils avaient marché dans le même sens, ils se seraient rencon- 
trés au bout de 39 heures. Trouver la vitesse de chacun en supposant que 
les mouvements soient uniformes. 

52. Deux mobiles partent au même instant des deux points À et B situés 
sur deux droites rectangulaires AX et BY qui se coupent en 0. Ils se diri- 
gent tous deux vers 0, qu'ils peuvent dépasser, d'un mouvement uniforme 
dont la vitesse est v pour le premier, et v’ pour le second. On donne OA — a 
et OB= b et on demande : 1° L'expression de la distance des deux mo- 
biles au temps £; 2° la condition pour que les mobiles se rencontrent en 0. 

53. Un train parti à 830 du matin d’une des extrémités d'un chemin 
de fer de 471 kilomètres, doit mettre 6"40o% pour atteindre l’autre extré- 
mité. On veut qu'un autre train parti à 9"40 rejoigne le premier à 
356 kilomètres du point de départ. Quelle doit être la vitesse moyenne de 
ce second convoi ? 

54. Deux trains partent en même temps de deux villes, et vont à la 
rencontre l'un de l’autre d’un mouvement supposé uniforme. Quand ils se 
croisent, l’un d’eux a parcouru 162 kilomètres de plus que l’autre. Conti- 
nuant leur marche, iis atteignent chacun le point de départ de l’autre, le 
premier au bout de 9 heures, le second au bout de 16 heures après leur 
départ. Trouver la distance des deux villes et les vitesses des trains. 
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55. On considère deux points À et B situés sur les côtés d’un angle droit 
AOB, à des distances du sommet respectivement égales à a et b. Un mo- 
bile partant de À se meut sur le côté OA, en s’éloignant du sommet avec 
une vitesse constante v. Un second mobile partant au même instant de B 
est animé d’un mouvement rectüligne uniforme, et sa trajectoire rencontre 
OA en un point M tel que l'angle OBM—30o?. On demande quelle doit 
être sa vitesse pour que les deux mobiles se rencontrent en M. 

56. Un nageur descendant le courant d’une rivière a parcouru 1500 méë- 
tres en 15 minutes; sans l’aide du courant il lui aurait fallu 20 minutes. 
Quelle était la vitesse du courant par heure, et combien faudrait-il de 
temps au nageur pour parcourir la même distance en remontant le cou- 
rant ? 

57. Un observateur voulant calculer la distance qui le sépare du point 
d'explosion d'une torpille sous-marine, compte 10 secondes entre l'instant 
où il entend le bruit de l'explosion transmis par l’eau, et celui où il 
entend le bruit de l'explosion transmis par l'air. Dans les conditions où 
l'on se trouve, la vitesse du son par seconde est, dans l'air, de 340 mè- 
tres et, dans l’eau, de 1430 mètres. Déterminer la distance de l'observä- 
teur au point où se trouvait la torpille à son explosion. 
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PRINCIPES DU CALCUL ALGÉBRIQUE 


4 4. — Expressions algébriques 


411. — Définition. — Nous avons défini dans les cha- 
pitres précédents les opérations algébriques fondamen- 
tales que l’on peut effectuer sur les nombres algébriques. 
Ceci posé, rappelons une définition déjà donnée au n° 63 : 

On appelle expression algébrique le résultat de une ou 
plusieurs opérations algébriques non encore effectuées et 
représentées par les signes conventionnels déjà définis. 

Dans une expression algébrique peuvent figurer les 
éléments suivants : 1° des nombres algébriques ayant des 
valeurs numériques déterminées; » des nombres algé- 
briques indéterminés et représentés par des lettres. 


Rappelons aussi que (n° 64) : 

On appelle valeur numérique d’une expression algébrique, 
pour certaines valeurs attribuées aux lettres qui y figurent, 
le nombre que l'on obtient en remplaçant les lettres par les 
nombres et en effectuant les calculs indiqués. 

112. — Classification. — On dit qu'une expression est 
rationnelle lorsqu'elle ne contient l'indication d’aucune 
extraction de racine portant sur une partie littérale. Elle est 
irrationnelle dans le cas contraire. 





Ainsi abc | Pay 4 2 V3d 
d 4 


est une expression rationnelle, car aucune lettre ne figure sous un 
radical. Au contrare 


Var be + 4a + Vas Es 


est une expression irrationnelle. 
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Comme on n’a défini la racine carrée ou cubique d’un 
nombre que pour les nombres arithmétiques ou positifs, 
nous supposerons essentiellement que dans toute expres- 
sion irrationnelle les quantités placées sous les radicaux 
ont été choisies positives. Du reste, nous rencontrerons 
rarement des expressions irrationnelles. 


413. — Monômes. — On appelle monôme le produit de 
plusieurs nombres algébriques. 


Ainsi l'expression 
(—5):a(—3)-.a.4.b.a.2-b 

est un monôme. 

Il faut remarquer d’ailleurs que dans un monôme les 
facteurs peuvent être fractionnaires. 

Ainsi l'expression 

5a* be 
3d 


est un monôme, car on peut la considérer comme le produit des 
cinq facteurs 


Un monôme qui ne contient pas de facteur littéral frac- 
tionnaire est dit entier. 

114. — Coeïfficient d’un monôme. — Comme dans un 
produit de facteurs on peut changer l’ordre des facteurs, 
on peut écrire dans le monôme 

’ (— 5):a.(—3).a.4.b.a.2.b 
d’abord les facteurs numériques et grouper ensemble les 
facteurs égaux. L'expression devient 
(—5):(—3):4:2.a.a.a-b-b. 

D'autre part, on peut, dans un produit de facteurs, 
remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué, 
l'expression précédente prend alors la forme suivante : 


120 a5 b?, 
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Lorsqu'un monôme entier a été mis sous une forme 
réduite analogue aux suivantes : 


5 ï 
120 ab, —5abics, — 5 æbc, V2bc, 


on appelle coefficient du monôme le nombre obtenu en 
négligeant la partie littérale. Les coefficients des mo- 
nômes précédents sont respectivement 


120, — 5, — 5 V2. 


D'où la règle suivante : 


Pour simplifier un monôme, on réunit ensemble tous les 
facteurs numériques en tête du monôme. On en fait le produit 
qui est appelé eoeffieient du monôme. On groupe de même 
ensemble les puissances d'une même lettre qu’on remplace 
par leur produit qui est une puissance de cette même lettre. 


415. — REMARQUE. — Lorsqu'un monôme a la forme 
ete. a? becs, 
il faut, pour appliquer la définition précédente, le mettre 
sous la forme 
(— 1).a2 bcs. 
On voit alors que le coefficient est égal à (—:1). De 
même le coefficient du monôme 


a? b? c5 
est égal à (+ 1). 


116. — Degré d'un monôme. — On appelle degré d’un 
monôme entier, par rapport à une des lettres qui y figurent, 
l'exposant de cette lettre dans la forme réduite du monôme. 


Ainsi 
— da b° cs 
est du second degré par rapport à l’une des lettres a ou b et du 
troisième degré par rapport à c. 


On appelle degré d'un monôme entier par rapport à plu- 
sieurs des lettres qui y entrent la somme des degrés par rap- 
port à chacune de ces lettres. 
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Ainsi  — 5a*b*c8 est du 2° degré par rapport à a. 
—. — 4 — —— a et b. 
da pe qe — — Abe, 


417. — Polynôme. — On appelle polynôme la somme de 
plusieurs monômes. 

Ainsi 

ab5 — 3 abc + 7 ab°cs 
est un polynôme, car il est la somme des trois monômes : 
ab5, —Gabc, + 7ab*cs. 

Les monômes qui composent le polynôme sont appelés 
les termes du polynôme. 

Un polynôme qui n’a que deux termes est un binôme; 
s’il a trois termes, c’est un trinôme. 

Un polynôme est dit entier si tous les monômes qui le 
composent sont entiers. | 

118. — Termes semblables.— On appelle termes sem- 
blables dans un polynôme entier des termes qui ne diffèrent 
que par les coefficients. 

Deux termes semblables ont donc même partie littérale. 

Ainsi dans le polynôme entier : 


9 
} 
4 4x5 — 2 aSx + 5 ax — xt — 5 ax, 
es termes : 
} ; 
3 
4 axs, + : AUX, — baxs 
sont semblables. 


119. — Réduction des termes semblables. — On sait 
(n° 32) que dans une somme de nombres algébriques on 
peut remplacer plusieurs termes par leur somme effec- 
tuée; donc on peut, dans le polynôme précédent, rem- 
placer les trois termes semblables par (n° 48) : 


3 
(4 + 2 —5)as 


I 
-AXS 
2 


c'est-à-dire 
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le polynôme se réduit alors à 


I 
— A XS — 20320 — LÀ. 
2 


L'opération que nous venons de faire est ce que l'on 
appelle une réduction de termes semblables. 
Remarquons que dans le polynôme réduii, le coefficient 


(:) est précisément la somme des coefficients des termes 
semblables. 

I 3 

+ (+5) +5. 

2 2 
Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : 


Règle. — Lorsque dans un polynôme entier il y a plu- 
sieurs termes semblables, on peut remplacer tous ces termes 
par un seul qui leur est semblable et qui a pour coefficient la 
somme des coefficients de ces termes. 


120. — Polynômes ordonnés. — Il résulte immédiate- 
ment de la définition d’un polynôme que l’on peut écrire 
ses termes dans un ordre arbitraire. Il y a souvent avan- 
tage à choisir cet ordre d’une manière particulière. 

Considérons d’abord un polynôme qui ne contienne 
qu'une seule lettre. Il convient alors, après Ia réduction 
des termes semblables, d'écrire ces termes de façon que 
leurs degrés aillent en croissant ou bien en décroissant. 
On dit alors que le polynôme est ordonné. 

Ainsi le polynôme 

k + x + 2x5 — 5x8 


est ordonné suivant les puissances croissantes de x. 
Rappelons encore que les termes sont 


À; T, + x, * — 5x 
et que les coefficients sont respectivement 
4, cé l, | + I, | — $. 


Le mème polynôme ordonné suivant les puissances décroissantes 
de x est 
LE — Baht 2 Lx +4. 
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Considérons maintenant un polynôme contenant deux 
lettres a et x. On ordonne alors les termes suivant les puis- 
sances de l’une des deux lettres. Supposons, par exemple, 
que le polynôme, après la réduction des termes sem- 
blables, se réduise à 


AL + Li— DS +'oax? + AL — 34? +1. 
On peut l'écrire d'abord 
Lt + ARS — LS Loax? —3L?+AL+Tr. 
Remarquons maintenant que (n° 48) 


A3 — 25 — (a — 1) L3, 
2 A0? — 3%? —(2a—3) x?, 


le polynôme peut donc prendre la forme 
LC +(a—1)2x8+(2a—3) x? +AL+. 


On dit alors que le polynôme est ordonné suivant les 
puissances décroissantes de x et, par une extension du mot 
coefficient, on dit aussi que le polynôme a pour coetf- 
ficients 

a (a — 1), (2a—3), 4, te 
4921. — Degré d’un polynôme. — On appelle degré 


d'un polynôme entier ordonné suivant les puissances de la 
lettre x l'exposant de la plus haute puissance de x. 


Ainsi le polynôme que nous venons de considérer est 


du quatrième degré (par rapport à x). Considérons 
encore l'exemple suivant : 


as — 3 ab +3 ab? — b3. 


Ce polynôme est ordonné suivant les puissances décrois- 
santes de a et suivant les puissances croissantes de b. Il 
est du troisième degré par rapport à chacune des deux 
lettres a et b. 

On remarquera que le degré de chaque terme par rap- 
port à l’ensemble des deux lettres a et b est (n° 116) aussi 
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égal à trois. Le polynôme est dit homogène par rapport 
aux deux lettres « et b. 


122. — Polynômes complets. — On dit qu’un poly- 
nôme en æ est complet lorsqu'il contient des termes de 
tous les degrés, depuis le degré le plus élevé jusqu’au 
terme constant qu'on peut considérer comme de degré 
zéro, puisque (n° 62) x°— 1. 

Un polynôme qui n’est pas complet est dit incomplet. 

Ainsi le polynôme du 4° degré : 

24 — 325 + 6x2 — 22 + 5 
est complet. Le dermier terme 5 est ce qu’on appelle le ferme constant. 
On peut le considérer comme contenant la lettre x à l’exposant zéro, 
car (n° 62) 
D SN 
Le polynôme : 
x5 + 27% 

est incomplet. Il y manque le terme du second degré et un terme 
constant, 


& 2. — Addition et soustraction des monômes 
et polynômes. 


123. — Addition et soustraction des monômes. — 
L’addition des monômes a déjà été effectuée dans le cha- 
pitre précédent (n° 417), mais, pour grouper ensemble 
toutes les opérations sur les monômes et polynômes, nous 
rappellerons ici la règle : 

Règle. — Pour additionner plusieurs monômes, il suffit 
d'écrire tous ces monômes à la suite les uns des autres 
avec leurs signes. 

La soustraction d’un monôme équivaut à l’addition du 
monôme opposé. 


124. — Addition et soustraction des polynômes. — 
Pour ajouter ou retrancher un polynôme, il suffit d'ajouter 
ou de retrancher successivement tous les termes de ce poly- 
nôme. ŒNCIEE 
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Ceci résulte du théorème du n° 39. 

On voit donc que, pour additionner deux polynômes, il 
suffit d'écrire tous les termes de l’un des polynômes à la 
suite de l’autre. | 

Ainsi, soit à additionner les deux polynômes 

LXi— D +x+i1, X3 + x?— 2% +3, 
la somme est représentée par 
(txi— 2x2 Lx +) + (xs +ax?— 20 +3); 
l'application de la règle donne 
Ci— + Li HAL —2x +3 
et, après la réduction des termes semblables, 


a+ LE 93 — x + 4. 


Ce polynôme est la somme cherchée. 

Supposons maintenant qu'on veuille retrancher du poly- 
nôme (x? — 3x + 1), le polynôme (x5 + 6x — 7), c'est-à-dire 
calculer la différence 


(X?—3x +1) — (xs +TGx—5), 


D'après la règle précédente et la règle de soustraction 
des monûmes, il suffit d’additionner au premier polynôme 
les trois monômes 

ab 4 HR 0 T, = 
ce qui donne : 


L—3x+iI—2S— 6% +7, 
ou bien 
—XS+x—9x+s., 


C’est le résultat cherché. 


425. — Règle pratique. — D'une manière générale, 
pour faire la somme de plusieurs polynômes, il suffit 
d'écrire tous les termes de ces polynômes à la suite les 
uns des autres. On pourra, ensuite, faire la réduction des 
termes semblables. | | 
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Dans la pratique, on dispose l’opération de façon que la 
réduction des termes semblables soit facile. 


Les polynômes à ajouter étant réduits, on les ordonne tous, 
dans le même sens, par rapport à une même lettre. Puis on 
les écrit les uns au-dessous des autres de façon que les termes 
semblables soient tous dans une même colonne verticale, et 
on fait l'addition en faisant la somme des termes de chaque 
colonne verticale. 


Lorsque les polynômes sur lesquels on opère ne sont 
pas complets, on a soin d’espacer les termes de façon à 
marquer la place des termes qui manquent dans un poly- 
nôme et qui peuvent exister dans un autre. 


Exempces. — Soit à faire la somme des polynômes : 


x +2? — 1 LS — x + 42° —3 ZT — 4. 


On les ordonne et on les dispose les uns au-dessous des autres. On 
a ainsi l'opération suivante : 


a+ T—1 
23 + 4x? — x — 3 
LA 


as + 5x? + x — 8. 
Soit encore à faire la somme des polynômes 
a+ 22" — 325y + y 
DE Y* 
Grsy — 5xyS 
AA y" + 2y4. 


Nous disposerons l'opération de la façon suivante, en laissant dans 
le premier polynôme la place du terme en x qui manque, dans le 
second polynôme les trois places des termes en x, 4°, x, qui man- 
quent, etc... 


ah — 3 x5y + 22° y" + y# 
z* 2 y* 
6ax5y — 5xy5 
AVE 29° 


avt + 315y + Gr?y? — 5xys + ay. 


BOURLET, — PRÉC. D'ALGÈBRE. () 
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4 3%. — Multiplication des monômes et des 
polynômes. — Division d’un polynôme par 
un monÔôme. 


126. — Multiplication des monômes. — Les règles 
démontrées pour les produits de facteurs (n° 48 et 44) 
fournissent immédiatement la règle suivante : 


Règle. — Pour faire le produit de deux monômes, il 
suffit de faire le produit de tous les facteurs qu'ils con- 
tiennent. 


Il résulte de là que : 


Le coefficient du produit de deux monômes entiers est le 
produit des coefficients des deux monômes. 


Soit par exemple à faire le produit des monômes entiers : 
4AXSy53 SEULE 
Ce produit est 
AL y5z 3x? yl. 
Si on fait la réduction de ce monôme (n° 414) on trouve successive- 


ment 
12 225 ya 


el 
12 2Sy#2l. 
C'est le résultat cherché. 
127. — Multiplication d’un polynôme par un mo- 
nôme. — La règle pour faire le produit d’une somme 


algébrique par un nombre (n° 48) nous conduit à la règle 
suivante : 

Règle. — Pour faire le produit d'un polynôme par un 
monôme, on fait la somme des produits obtenus en multi- 


pliant successivement chacun des termes du polynôme par le 
monôme. 


ExewpLes. — Soit à effectuer ce produit 
(ti— x Lox+r)2xt, 
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Ce produit est égal à 


246 — 92% + 4x + 1442. 
De même on à : 


(aë — 2 a2b2 + bt) ab = a$b — 2 a5b5 + abÿ. 


128. — Produit de deux polynômes. — Pour faire le 
produit de deux polynômes, il suffit d'appliquer la règle 
par laquelle on obtient le produit de deux sommes algé- 
briques (n° 49). 

Pour multiplier entre eux deux polynômes, il suffit de 
multiplier l'un d'eux successivement par tous les termes de 
l'autre et d'ajouter entre eux les résultats obtenus. 

Pratiquement, pour multiplier deux polynômes entiers, 
on dispose en général l'opération de la façon suivante : 

Règle. — On ordonne les deux polynômes, dans le même 
sens, par rapport à la même lettre.On écrit l'un des polynômes 
(multiplicateur) au-dessous de l’autre (multiplicande) et on 
multiplie successivement le multiplicande par tous les termes 
du multiplicateur. On écrit les produits partiels, ainsi obtenus, 


les uns au-dessous des autres de façon à disposer leur addi- 
tion, comme il a été dit au n° 125 et on effectue cette addition. 


Exempce [. — Soit à faire le produit des deux polynômes 
4t—a +oas—5 et x +1 —x. 
Disposition de l'opération : 


Multiplicande 225— n+ 4x — 3 
Multiplicateur C— © +15 
2L— x+ 41x5— 34° 
Produits partiels —92t+ x5— 4x + 3x 
3045 — 1522 + 607 — 45 

. Produit 225 — 3x4 + 3525 — 222? + 63x — 45. 

ExemPLe II, — Soit à faire le produit des deux polynômes 

AS + ax? + ax + a et T— 4. 


Disposition de l'opération : 
Multiplicande  x5 + ax? + ax + a5 
Multiplicateur T —a 
a* + ans + ax? + aïx 
— AL — ar? — ax + a* 
Produit xt é, — 44, 
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On obtient donc la formule suivante : 
at at—= (x — a) (25 + ar? + a? x + a). 

1429. — Identités. — On dit que deux expressions algé- 
briques sont équivalentes lorsqu'elles prennent les mêmes 
valeurs numériques, quelles que soient les valeurs attribuées 
aux lettres qui y figurent. 

Ainsi les expressions 

a(b+c) et ab+ac 
sont équivalentes. 

Lorsqu'on écrit une égalité dont les deux membres sont 
des expressions équivalentes, on a ce qu’on appelle une 
identité. 


Ainsi les égalités : 


(a + b) 


sont des identités. 


(b + c) — ab + ac, 
+ d) — ac + bc + ad + bd 


a 
C 

130. — Identités remarquables. — Chaque fois qu'on 
fait le produit de deux ou de plusieurs polynômes, on 
obtient des expressions équivalentes, et, par suite, on 
peut écrire des identités. 


Parmi ces identités, il y en a de remarquables qu’il est 


bon de savoir par cœur. 
Voici d’abord celles, très importantes, qui ont été démon- 
trées aux n° 49, 50 et 54. 
(tx + a}? = 2? + 2 ax + a, 
(x — a)? — 2? — 2 ax + a, 
(x + a)(x — a) — x? — a. 
En appliquant la règle de multiplication des polynômes, 
on trouve encore les suivantes : 
(x? + ax + a?) (x — a) = 75 — a, 
(25 +- ax? + a? x + 5) (x — a) —x#— at, 
(ri + aa + at + a x + at) (x — a) — a — ai, 
etc 
(a? — ax + à?) (& + a) = + as, 
(at — ax$ + a? x? — a8 x + at) (x + à) — x + aÿ. 


On les vérifierä sans peine. 


nées à à 
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Plus généralement on a l'identité :. 
DM a (D — à) (AM LE ALL LE GANTS LE + ami), 


où m désigne un nombre entier arbitraire. 
Pour bien comprendre le sens de cette identité, il faut 


d'abord savoir ce que signifie l'expression 
AMI + AXxMNT2 + a2axm—s + NE ami 


qui figure dans la dernière parenthèse. 

Lorsqu'on veut écrire un polynôme de degré m, où le 
nombre entier m reste indéterminé, on ne peut évidem- 
ment pas écrire fous les termes puisqu'on n’en connaît 
pas le nombre. Mais si les termes successifs du polynôme, 
supposé ordonné, se déduisent les uns des autres par une 
loi régulière, il suffit, pour indiquer d’une façon précise 
le polynôme entier, d'écrire quelques-uns des premiers 
termes, pour faire deviner la loi de succession, et le 
dernier, et d'indiquer par des points les termes non 
écrits. 

Ainsi le polynôme précédent est celui dont les termes 
successifs sont æx"71, axm2, àaams, aïx" 4, etc., de telle 
sorte que, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, l’expo- 
sant de a augmente d’une unité et l’exposant de x dimi- 
nue d’une unité. Dans le premier terme l’exposant de a 
est zéro et celui de x est m—1; dansle dernier, l’exposant 
de a est m— 1 et celui de x est zéro. 

Lorsqu'on craint que le lecteur ne devine pas la loi de 
formation des termes successifs par la simple comparai- 
son des deux ou trois premiers, on écrit encore ce qu’on 
appelle le ferme général, qui est un terme quelconque, de 
rang p—+1 par exemple, et duquel on déduit tous les 
autres en donnant à p les valeurs o, 1, >, etc. Ainsi, dans 


DNA EL ARML L .,, HAPAM PAL ,,, + ami, 


le terme général est aPx"-P1, qui est de rang p+r.. 


ai é Fa | ANT 0 VERRE HUE ÆL-c 
4 ' , 4 k F CP os A de PISE 
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Pour vérifier l'identité annoncée, il suffit de faire la 
multiplication suivante : 


ami L'qamr E Qi E ,.., H aPTLAM EP E QPAM PAL D ami 


Vaso 


Ds ODA RQ TM BR ONE MAMERTUETANESEE ar 
— CAM QAR LS UN ne Moee tn = APINEPO RTE 
am + 0 + 0 DÉTOUR IR UE AE +0 +. ... —a" 


Tous les termes se détruisent deux à deux sauf le pre- 
mier et le dernier. Le terme + aræ"?r, qui provient dela 
multiplication de aPæ"-r-1 par x, se détruit avec le terme 
— arx"P qui provient de la multiplication de ar-1zm-r 
par — a. 


En remplaçant, dans l'identité, a par — a, elle doit évi- 


demment subsister. Il se présente alors deux cas : 

1° Si m est pair, on a : (—a)"—a" et (— a)" 1—— m1, 
et l'identité devient : 

oem — am = (D + @) (AMI — QUE + MS — ,,, — am), 
les signes + et — alternant dans la parenthèse. 

2° Si m est impair, on a:(—a)"——a" et (— a)" 1= m1, 
et l'identité devient : 


DM + a —(T + a) (21 — arme Æ arms — ,,, + am 1), 


les signes + et — alternant dans la parenthèse. 
On peut d’ailleurs vérifier directement ces identités. 


REMARQUE. — On dit qu’un polynôme P est divisible par 
un polynôme R s’il existe un troisième polynôme Q (appelé 
quotient) tel que le produit de R par Q soit identique au 
polynôme P. 

Ce qui précède prouve que x" — a" est toujours divisible 
par æ — a et que le quotient est 


CAL GMT LL. + am A, 
Mais æ" — a" n’est divisible par x + a que lorsque m est 


pair; et æ"+ a" est divisible par æ+a lorsque m est 
impair. 
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131. — Division d’un monôme par un monôme. 


Le quotient d'ün monôme (dividende) par un autre monôme 
(diviseur) est équivalent à une fraction ayant pour numéra- 
teur le monôme dividende et pour dénominateur le monôme 
diviseur. 


Le quotient de deux monômes entiers n’est pas, en géné- 
ral, un monôme entier; mais; si les deux monômes con- 
tiennent des lettres communes, on pourra simplifier la 
fraction obtenue en divisant les deux termes par des 
lettres communes. 


Ainsi le quotient de 4 a5bc? par : ab? d est : 


12 45 bc? 
EE 
2 ab? d 


fraction qui peut se simplifier et s’écrire 
6 a?c? 


bd 


132. — Il peut arriver, en particulier, qu'après la simpli- 
fication il n’y ait plus aucunelettre en dénominateur. Dans 
ce cas, le quotient est un monôme enfer. Ainsi 


3 h4ç2 
— =; arbre. 

Il est d’ailleurs facile de voir que la condition nécessare 
et suffisante pour que le quotient de deux monûdmes entiers 
soit équivalent à un monôme entier est que le dividende con- 
tienne toutes les lettres qui figurent dans le diviseur, cha- 
cune d'elles étant affectée d'un exposant au moins égal à celui 
qu'elle a dans le diviseur. 

La démonstration est la même que celle que l’on fait en 
arithmétique pour trouver la condition pour qu'un nombre 
entier décomposé en facteurs premiers soit divisible par 
un autre nombre également décomposé !. 


4, Voir dans notre Cours abrégé d'arithmétique n° 3806, page 121. 


PO Me 15 
< F LATE LE" 
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433. — Division d'un polynôme par un monôme. — 
Pour diviser un polynôme par un monôme, il suffit de 
multiplier le polynôme par l'inverse du monôme. En ap- 


pliquant le théorème du n° 48, on parvient immédiatement 
à la règle suivante : 


Règle. — Pour diviser un polynôme par un monôme, il 


suffit de diviser chacun des termes du polynôme par le mo- 
nôme. 


Ainsi 
Aa 00, 9 DEA A 60 ae sas I A5 
5 ax? DE SURT 5 5 5 æ? 
De même 


2 L'4 
3 xs — DSL? +oaix 


D I 
—=-L—<0 0%, 
6a? x 9 6 Pire 


Dans le second exemple, le dividende, le diviseur et le 
quotient sont entiers. 


EXERCICES 


ADDITIONS DK POLYNÔMES 
58. Additionner les polynômes : 
— 725 +52 y—8xyr +2; —7yS+5y z+4xyz— ds; 
— 32?y+2x3—Grys +iix2; 
23 — 22 y + 222 — 2 ys + xy? — 22? + yr?, 
59. Effectuer les opérations suivantes : 
5x—{[3x— (2x +3), 4x—5—(3x—4)+[27—3—(22—92+5)]; 
32—[y—}2+{y—3)}]; 
5a—7{b—c)—[6a—(3b+2c)+4c—{2a—b—2c)—a]. 


MULTIPLICATIONS DE POLYNÔMES 
60. Effectuer les multiplications suivantes : 
(2a?—3y —xy) XX (52? —0xy); 
(625— 428 — 192$ + 923x?— 13x +3) K{32x?— 2x4); 
(22x5—5x?+ 4x —1)(32?— x +); 
(Ba? + 2ay — y?) (22% — 3 xy + y°). 
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61. Effectuer les opérations suivantes : 


2r+y—(x+2y]xf8z—2y— (2x —3y)]; 
(2a— x) (2b—y)+ (a +2x)(b+2y)—5(ab+xy); 

D Ce ue eo 
a(b+c)(b?+ c2— a?) + b(c+a)(c2+ a? —b?)+c(a + b)(a? + b? — ct} 
— 2abc{(a+b+c). 

62. Effectuer : 


(as + a?m br . a" b?2» ps b5»). (a” ==3 br) : 
(er — ar y + y)  (aŸr + a y y); 
[ær (a D+yir- DE xPG-U —y1D— AE 
[x?Pr— (a + b)xr + ab]: (xr —c); 
[a — ba” 1x + ca- Ar2]e (a L ban-1x — ca -?x?). 
63. Effectuer : 


ÉPGDC T3 DT 3 DATN ANS 2 2 a+ b L 
Re (Re bg): (a ; 





7cC 
64. Si l’on pose : 
X—a?— bc; Y=b?— ac; Z=—=c?— ab, 
montrer que l'on a identiquement : 
aX+bY+cz—(XLY+Z2)la+ bc). 
65. Effectuer les produits suivants : 
(28 E art L a? 2x5 + a$ x? + aïx + a). (x — a); 
(25 — axt + a? 25 — ax? L atx — a) .(x + a); 
(4a?xt L Gaÿxs +Loatax?)(2ax?—3a?x). 
66. Trouver la somme : 
4ab+2b®—12a, 2a—b : 
Stat 0 ab Jath)t* 
67. Effectuer : 
(a+ bb} a—b 4 ab 
a  aHEab+b? as —b 
68. Simplifier l'expression : 
a+b+c 
plp—a)+(p—bi(p—c), por pt? 
69. Simplifier l'expression : 
bc(p—a)+ca(p—b)+ab(p—c)-p5—{(p—a)(p—b){p—c), 


2 


10 Simplifier : 
Bar g(e— 12 (a9— 42) —(at— a+ 1). 
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71. Si l’on pose 2p—=a+b+c, montrer que l’on a : 
PDC te 20) 7 2 nt 2 À 2m 1 nt 
| 2b b? 


DIVISIONS PAR UN MONÔME 


72. Effectuer les divisions suivantes : 
36 a* b?c$ d : 3 a? be ; — 125 aS bcf dt : 5aScÿ d'; 

— 18o0a"bcb-14 : Goa?bSc; 54am+?2bn- 1çn : (— a bn- raie} 
(— 24 a% x + 40 a5 x? Æ 56 axt — 72 a? x5) : (— 8ax); 


(25805 ab+ fab — ait) : (— 8 ab). 











RÉCAPITULATION 
73. Prouver que l’on a : 
3a—b +34 
PEN a—b a +b 
1 a —b 
a+b 
74. Si 4 ae simplifier l'expression 
ri ) ( 





ae) 


2n(b— a)}"+ n —2 


75. Réduire au même dénominateur les expressions : 




















I UE a?+oab 1 
UT Ne a+1” a+b ”? A: EX 
de a +5 
76. Effectuer les opérations indiquées : 
, pie dS0 a, 5% 
m en : y Dove a LR ae 
2Yy—X nr Yy—2X. 
a ur 4 t+Y 





(tete 


a—im+n)atmn p—a? 
a?—{m+p)a+ mp ne 
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77. Effectuer les opérations et simplifier les expressions suivantes : 











a+b a?— 1? 

Satr 4 a? ; a—b a+b. 

a5— 5" a? + ab + b?? 2(a—b) ” 
2—y + y] [a+ js 
Épeeet ls 
PE 


G+)(a-+) (ri) 


78. Effectuer : 


5 a 29 b\/7rb es) — ta) OH RRRLRURE 
NOTE a ga 1b 124 (25 12 4 ) ? 


ab rs) 5ac  7ab 3 bc =) 
3 5a) nl 5a? 30? 


79. Effectuer et simplifier : 





22 abc 11ab 14 We 35minp?, 16922y°p? 13xÿ°p. 

39pqr  3pr 30m np tou: cr, 531m#n5q6 omnÿ q ? 
25 ab 

45(x—y), 27(t—y) .  45(a+b)x 5(a+b). Ce). 8305 





32(2+ y) 128b(2+y)"  64(x+y 


mr 


2m 


3 16(æ+yl" (2) ‘ain 


80. Effectuer et simplifier : 





























6p° q? 4(r—s) SD DE ab 
m+n 1 21 pq? . GE AAA) À 
3({m—n)pl [| r°—s |? De? ac ‘be 
7(r+Ss) 4 (m?— n°) Honbrt at 
81. Simplifier l'expression : 
| | 1 1 
e AR 
HE ser 
Fr 
I I 
_— I— — 
& x 
I I 
NES de 


82. — Réduire les expressions suivantes : 
(a+be _ .  (a—v? LUE 
F3 AP S'TTRRS (a—b); 
(a + b)? 2ab 
2ab (a —b}? 
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83. — Réduire les expressions suivantes : 
aHab+b? a?—ab+b? 2b5—b+a 
a home Ve 
3m I1A IAn 734 0 
7P°9T 3p° qe 9par Sp 
Fa) xs 


tre tr (3y* Part 
Het ar He IL VU TUE D CAIN 
y Ty t°y ty 
84. Simplifier : 
ie LL tie Deer STE 





7 ne me € 





85. Effectuer : 


I LI 
GR ER 
(2a— 3b?— a 4a2—(3b—a)? Qb?—d) 
Eat Gopatt gut—0 l(aaptf—eit 
a+b a—b 2 D? a—b. 
Éneneee -2l0 
I I I I 


2(a—1) 002 {r—1) TRE 1) (æ—1}{(c+r) 
87. Simplifier : 











nr D b  b? I 
ur jose TR 
Fr 1 
SPORT LME AS Mb a—b+ 
44:60 b° 1 
A ur Et 
a? + bp? 
b TT ape RARES a b 
ni aÿ+b5 \a—b  a+b te ): 
* bo à À 











x° + Eh) : t + y —+). 
ap n+g) ay 2+y 


; 
DAT 
_ sh ail 
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88. Simplifier : | 




















x 1 
ee Tr 
+ "A æ—+1 Hit DNCUL AT as + b5 
I — _ _ en (Rs 
x DÉNXGr ALT a? — b? 
Fe Le CAT ER + A a? — ab + L?! 
— U— —— — ——— — _ _ a ———— 
EN x — 1 DATE RNDITE a —b 
I 1 = I I 
Ææ — _ He . 
ue z x 
I j 1 i 
1+- = I + _ 
Eh z RE ; 


89. Simplifier l'expression : 
LE 2 + V3 is 2 — V3 | 
VE+Va+ V5 Viva + 
90. Simplifier l'expression : 
2b (a +- V2 ab) 
Gv+Vrab) (av + Vrai) 


94. Réduire l'expression : 





92. Simplifier l'expression : 
I I I 2 
a+ ve ÉD Eren tanl 
93. Vérifier les égalités : 








94. Montrer que l’on a : 
(a+b—(c+dP+(a+c®—(b+d—2(a—d)(a+b+c+d). 
95. Montrer que l'expression 
a+bfx 1: ne NUE 
ab (: TU) PT RQ Te EC , 
peut $e mettre sous la forrie d'üñe dilférétice de deux carrés, Qüelle est sa 
valeur numérique pour 
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96. Vérifier l'identité : 
[(a— D} +(b—c+(e—a}l— 2 [fa —b}f + (bc) +(c— a). 
97. Vérifier l'identité : 
4 La? 0?) ay + ab (22 — y?) + (a? — 0) (22— y?) — 4 bay}? 
— (a? + 0? (a? + 9). 

98. Vérifier l'identité : 

Le aÿ5 (e— D) + (e— Dj (a—c) + (œ— c)5(b— a) 

—"3x{(a—b)(b—c)(c—a)+a(b—c)+bS{c—a)+ cs {a —b), 
99. Vérifier l'identité : 
2 (22H 1 —(at—ox— 1) + (xt +orx—i). 
400. Si 28s—=a+b+c, 
montrer que l’on a les deux identités : 
GS OR 
1 I abc 


Ke Drop se 


s—4a S—c s s(s—a)(s—b)(s—c) 





401. Montrer que l’on a l'identité : 


a?b2c2— a?b?— cc? +1 
a? be + b (ee —;) 
402. Vénifier l'identité : 


Hide; si c—at2tet b—a" 


(1+ a) Vi +E— (1+b)Vi Fat LES où 2 (1 — ab) k 
ep + a) ViFB+ (+0) Vrai 


103. Effectuer les opérations suivantes, et simplifier : 


DNS S Va Vs = ; 


Vo Vo+vorve: 


5ÿ/4+24/32— 7/08. | 


404. Effectuer les opérations suivantes, et simplifier : 


Vrai — ab + ab; VTT 
| 2 2 , 


VE (Five) (ve + Vi): 


VEN 








RÉ Sd 





Vis 
Ne 


2. stat | RS ES 
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405. Montrer que l’on a les égalités suivantes : 
5 V6 V6 : , 
TR ER 3 3 $ 
TEINTE (+3) (2+v2) 
V2— 1 _4Vr—5, avo+iVa_ 


? 











Van 320 7 Va+ vb 
Va+b+Va—b_ a+ Var 
Va+b—Va—b ÿ 

406. Simplifier : 
I 
Vi me 
1 + 1 


407. Effectuer le produit : 
(2e) "2 —1/3\2 
4 —V3 Ne) 
408. Trouver la valeur de l'expression : 
NET REA VENUE 
a+ Vi+ AVR A VRE 
409. Trouver, en fonction de x, la valeur de l'expression : 


Var? — a ele 


pd 








PT à AS ni 
DUT PEN Es 
y x 
410. Effectuer et simplifier l'expression : 
(V2+ V3) (V3+ V5) (V5 + V2) 
(V2+V3+ V5) 
4141. Effectuer et simplifier : 
CAE DNA À Er ER 
V3+V6 V6+vV2 v2+v5 
442. Calculer la valeur de l'expression : 
a? + ax + b : 2h b2— ac 
M LbrH+c pour |. 
443. Vérifier l'identité : 


a + Vaë Te a— Va? D? ka Va 


a — ——— —— ee 
e=— 


a— Wait a+ at L® 


Si l’on a 
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414. Étant donnée l'expression : 
_at+b 
IE + d 


a, b, c, d étant des nombres donnés, on désigne par y, Ya, Ys, Y: Îles 
valeurs que prend y lorsqu'on remplace + respectivement par &,, de, &s, y 
et on demande de prouver que l'on a la relation : 


LL Vpn 0 Terme L'IPR Ve d e | 

Ye —Ys Ya — Yi Lo —Xs La — Ty 
415. Un voiturier qui met 4 jours pour conduire à destination un ton- 
neau de vin contenant a litres en boit chaque jour un litre qu'il remplace 


de suite par un litre d'eau. Quel sera le volume d’eau introduite dans le 
tonneau ? 


416. Démontrer que si, dans un triangle de surface S, de périmètre 2p, 
on à : S—p(p—a) 
le triangle est rectangle. 

417. Vérifier que si l'on pose 


I 
LT == 
+<=y 
on a successivement : 
pare see DSL CP nr 
Ç Fa 4 er ‘ Ts mure À 
Te 4 2 : Ne 5 S LE 
BETA VON ET MR ERES STE 


‘ 


CHAPITRE IV 


ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 


à 4. — Généralités. 


434. — Équations. — Nous savons qu’on dit (n° 429), 
que deux expressions algébriques sont équivalentes si elles 
sont égales, quelles que soient les valeurs particulières 
attribuées aux lettres qui y entrent. Désignons, pour 
abréger, ces deux expressions par A et B, l'égalité 


A—=B 


est alors dite une identité. Par exemple, l'égalité déjà 
démontrée (n° 50) 


(a + b}2— a? + 2 ab + 62 
est une identité. 

Si les expressions À et B ne sont pas équivalentes, on 
peut se demander si elles ne deviennent pas égales pour 
des valeurs particulières attribuées à certaines lettres 
qu’on appelle inconnues. L'égalité 


A5 
ainsi imposée aux deux expressions est dite une équation 
(algébrique). Les valeurs particulières qu’il faut donner 
aux inconnues sont dites les racines ou solutions de l’équa- 


tion. 

Donc : 

On appelle équation une égalité qui n'est satisfaite que 
lorsqu'on attribue à certaines lettres appelées inconnues des 


valeurs particulières appelées solutions ou racines. 
Résoudre une équation, c'est trouver ses racines. 


BourrET. — PRÉC. D'ALGÈRRE, Fi 


L ? 1 RS # 
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435. — Exempe |. — L'égalité 
22+3—x+5 


n’est pas une identité, car il est facile de se rendre compte que les 
deux membres ne sont pas égaux quel que soit x. 

Ainsi pour æ — 1 le premier membre a la valeur 5 et le second la 
valeur 6; pour x= 10 le premier membre a la valeur 23 et le second 
la valeur 15. 

Cette égalité est donc une équation, et la résoudre c’est trouver 
quelle valeur particulière 11 faut donner à æ pour que les deux mem- 
bres prennent des valeurs numériques égales. 

Ceci a lieu pour z=— 2; car pour æ — 2 les deux membres prennent 
la valeur 7. 

x— 2 est donc une solution de l'équation. Nous verrons que c’est 
la seule. 


Exempce IL. — Une équation peut avoir plusieurs solutions; aimsi 
l'équation 
a +2—=35x 
a pour racines 
TER: Teas 
on prouve d’ailleurs qu’elle n’en a pas d’autres. 
ExemPLe IT. — L'équation 


I I 








T— I D:2 2 
admet pour racines 


TR CURE =? ; 

comme il est facile de le vérifier. 

Exempze IV. — L’équation à deux inconnues x et y 

102 + y —= 63 
admet la solution évidente 
æ = 6 y—3 ; 

mais elle en admet une infinité d’autres. 

436. — Définition. — On dit que deux équations sont 


équivalentes lorsqu'elles admettent les mêmes solutions, 
c'est-à-dire lorsque toutes les solutions de l’une satisfont à 
l'autre et réciproquement. 


Ceci posé, la résolution des équations est fondée sur les 
deux théorèmes suivants qui permettent de remplacer 
une équation par une équation équivalente. 


4 
AY 


bah brin 
" «A fi 
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1437. — Théorème I. — Lorsqu'on ajoute une méme 
expression algébrique aux deux membres d'une équation, on 
obtient une équation équivalente. 


DÉMONSTRATION, — Considérons une équation quelconque 
A=B (1) 


où À et B désignent des expressions qui contiennent une ou plusieurs 
inconnues; et soit C une expression algébrique quelconque. Il s’agit 
de démontrer que l’équation (r) est équivalente à l'équation 


A+C=B +C. (2) 


1° D'abord toute solution de l'équation (1) est une solution de 
l'équation (2). 

En effet, désignons par 4, b, c, les valeurs numériques des expres- 
sions À, B, C, quand on y remplace les inconnues par une solution 
de l’équation (1). 

Par hypothèse, on a l'égalité numérique 


a=b; 
de là on déduit évidemment légalité 
a+c—=b-c; 


ce qui prouve que la solution considérée satisfait à l'équation ( 2), puis- 
que cela prouve que les valeurs numériques des deux membres de (2) 
sont égales lorsqu'on y remplace les inconnues par les solutions de (1) 


2° En second lieu toute solution de l'équation (2) est une solution 
de l'équation (1). 

En effet, désignons cette fois par a, b, c, les valeurs numériques de 
A, B, C quand on y remplace les inconnues par une solution de l’équa- 
tion (2). Par hypothèse on a légalité : 


a+c—=b+c, 
d’où on déduit l’égalité évidente 
a=b; 


ce qui prouve que la solution considérée satisfait à l'équation (1). Le 
théorème est donc démontré. 


438. — Application. — Ce théorème sert à favre passer 
un terme d'un membre dans l'autre. 
Considérons, par exemple, l'équation 
{ 


2X— 5y+G0=X+3y— 7. 


La 
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Ajoutons aux deux membres l'expression (— 3%), nous 
obtenons l'équation équivalente 
22 — 5y+6—3y—œ—7. 
Nous avons ainsi fait passer le terme 3y d’un membre 
dans l’autre. 
On voit donc que : 


On peut faire passer un terme d'une équation d'un membre 
dans l'autre à la condition de changer son signe. 


139. — Conséquence. — Comme on peut ainsi faire 
passer tous les termes du second membre dans le pre- 
mier, on voit aussi que : 

Toute équation peut prendre la forme 

A0 


où À désigne une expression algébrique. 


140. — Degré d’une équation entière. — Si dans 
une équation mise sous la forme : 
No 


À est un polynôme entier par rapport aux inconnues, on 
dit que l'équation est entière. 

Le degré du polynôme A est ce qu’on appelle le degré de 
l'équation. 

Ainsi l'équation 

/ z?—3x+2—o 
est une équation du second degré à une inconnue. L’équation 
5 — y IX —Yy +I—=0 
est une équation à deux inconnues, du troisième degré en æ, du pre- 
mier degré en y, et du troisième degré en x et y. 

Il faut bien se garder de se prononcer sur le degré 
d’une équation avant de l’avoir mise sous la forme A —o, 
À étant réduit. Pour savoir le degré d’une équation il fau- 
dra toujours d'abord la mettre sous la forme A —o. 
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Ainsi l'équation 
(& + 1) (2 + 2) at — 5 
paraît du second degré parce que les deux membres sont du second 
degré; mais quand on la réduit, elle s’écrit : 
3x + 7 — 0 ; 
elle est donc du premier degré. 


44. — Théorème II. — Lorsqu'on multiplie les deux 
membres d'une équation par une même expression algé- 
brique donnée non nulle, on obtient une équation équiva- 
lente. 


DémoxsrRATION. — Considérons l’équation 
AD (1) 


et soit m une expression donnée (et par suite ne contenant pas les in- 
connues), 1l s’agit de démontrer que l'équation (1) est équivalente à 
l'équation (2) 

mA—=meB. (2) 


1° D'abord toute solution de l'équation (1) est une solution de 
l'équation. 

Désignons par a et b les valeurs numériques de A et B quand on y 
remplace les inconnues par une solution de l’équalion (1). 

Par hypothèse, on a l’égalilé numérique 

Cd) 
et par suite l'égalité 
ma—m b; 


ce qui prouve que la solution considérée satisfait à l’équation (2). 

2° Toute solution de l’équation (2) est une solution de l'équation (1). 

En effet, désignons cette fois par a et b les valeurs numériques de 
À et B quand on y remplace les inconnues par une solution de l’équa- 
tion (2). 

Par hypothèse, on a l’égalité : 

ma—=mb, 
et de là on déduit évidemment, puisque m n’est pas nul, l'égalité : 
d— D: 

ce qui prouve que la solution considérée est une solution de l’équa- 
tion (1). Le théorème est donc démontré. 


142. — Remarque. — Si on multiplie les deux membres 
d’une équation par une expression non donnée, c'est-à-dire 
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contenant l’inconnue (ou les inconnues), on obtient une 
équation qui peut n'être pas équivalente à l'équation pro- 
posée. Par exemple, multiplions les deux membres de 
l'équation | 
L—1—=2X—3 

par æ — 4; la nouvelle équation 

(@œ—1)(@ —4)—= (2x —3) (x —4) 
admet bien la solution æ = 2 de l'équation proposée, mais 
elle admet, en outre, la solution æ —4, qui ne vérifie pas 
l'équation proposée. 


443. — Application. — Le théorème II permet de 
chasser les dénominateurs d'une équation. 
Considérons par exemple l'équation 


AT æ J 
24,6 nr SE 

multiplions les deux membres par le plus petit commun 

multiple des dénominateurs qui est 12, nous 6bténons 


l'équation équivalente 
8x —2 +122 —3x —60+6%, 
dépourvue de dénominateur. 


444, — Théorème III. — Lorsqu'on élève les deux 
membres d'une équation au carré, on obtient une nouvelle 
équation qui admet toutes les racines de l'équation proposée, 
mais qui admet en outre les racines de l'équation obtenue 
en changeant le signe du second membre de l'équation pro- 
posée. 


DÉMONSTRATION. — Soit, en effet, 
A—B (1) 
une équation; À et B désignant des expressions contenant certaines 


inconnues. 
Elevons les deux membres au carré et nous obtenons l'équation 


AB. (2) 
Pour toute solution de l’équation (1), À et B prennent des valeurs 


. ue , à pute. de, à) 


Ve + TT 
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numériques égales ; il en est donc de même de leurs carrés et, par 
suite, l'équation (2) est vérifiée. 

Inversement, considérons une solution de l'équation (2). Pour ce 
système de valeurs des inconnues, A? et B? prennent des valeurs numé- 
riques égales; par suite A? — B? prend la valeur zéro. Or, on à : 

A2—B?— {A —B) (A +B). 

Pour que le produit (A —B) (A+ B) soit nul, 1l faut et il suffit 
que l’un des deux facteurs soit nul. Si c'est À —B qui est nul, on à : 
A—B 

et l'équation (1) est vérifiée. 
Mais si c'est À + B qui est nul, on a 
A— —B 
et ce n’est pas l’équation (1) qui est vérifiée, mais celle que l'on 
obtient en changeant le signe du second membre. 

‘En résumé, l'équation (2) n’est pas équivalente à l'équation (1). 
Elle admet bien toutes les solutions de cette équation, mais elle peut 
en admettre d’autres qui sont celles de l'équation 


A——B, (3) 
si celle-c1 en admet. Ces solutions de l’équation (3) sont ce qu'on 
appelle des solutions étrangères qu'il faut écarter. 

145. — Application. — Ce lhéorème peut être em- 
ployé pour rendre entière une équation trrationnelle, c’est- 
à-dire une équation dans laquelle les inconnues sont 
engagées sous des radicaux. 

Si l'équation ne contient qu'un seul radical, on fait 
passer ce radical dans un des membres et tous les autres 
termes dans l’autre membre. C'est ce qu'on appelle isoler, 


_ le radical. En élevant alors les deux membres au carré on 


fait disparaître le radical. 

S'il y a plusieurs radicaux, on les isole successivement 
et on élève plusieurs fois au carré. 

Dans tous les cas, l'équation finale obtenue après une 
ou plusieurs élévations au carré admettra toutes les solu- 
tions de l'équation proposée, mais pourra en admettre 
d'autres. 

Il faudra donc toujours avoir soin de vérifier si les 


104 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 


solutions trouvées conviennent à l'équation proposée et 
écarter les solutions étrangères. 


Par exemple, soit l’équation : 
Vz +3 =5=—0. 


Isolons le radical. Elle s’écrit sous la forme équivalente (n° 437) 


RS 
Élevons les deux membres au carré et nous obtenons la nouvelle 
équation 
x +3 — 25, 
qui admet la solution unique évidente 
LA) E23— 02, 


On ne peut pas affirmer que cette solution satisfait à l'équation pro- 
posée : 1l faut le vérifier. Or, si on fait &—22 dans l'équation pro- 
posée, on trouve 


| V25 — b —0, 
ce qui est bien exact. 


$ 2. — Équations du premier degré à une 
inconnue. 


146. — Définition. — Nous avons vu (n° 440) comment 
on définit le degré d’une équation entière. En particulier, 
on appelle équation du premier degré à une inconnue une 
équation entière, qui, lorsqu'on a fait passer tous les 
termés dans le premier membre et toutes réductions 
faites, prend la forme 

ax — b—o, 
ou la forme équivalente 
dot (1) 


a, b désignant deux nombres algébriques donnés. Avant 
de discuter cette équation, étudions quelques exemples 
numériques. 


É 


dé 
Ro: : 
| < 

2 


PET Nr + MTV : 4 
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147. — EXEMPLE 1. — Ramener à la forme (1) l'équation 
X ER AL 
3 Â CORP 


et en déduire la solution. 

Si on multiplie les deux membres par 24, qui est le 
plus petit commun multiple des dénominateurs, on 
obtient l'équation équivalente (Th. IT, n° 141) 


8æ—6—=3æ% + 2. 
L'application du théorème I (n° 137) montre que cette 
équation équivaut à la suivante : 
8x —3æ% —6+ 0, 
ou DR 
L'équation proposée étant mise sous cette forme, on 
voit qu'elle admet une solution et une seule, car elle ex- 


prime que x est le nombre qui multiplié par 5 donne pour 
produit 8. C’est donc le quotient de 8 par 5 : 


X — : == ,6. 
148. — ExEMPLE IT. — Considérons l'équation 


(X — 1) (X —2) = x?. 
En développant les calculs on trouve l’équation 
LU— SL 2 — TE, 


qui équivaut à l'équation du premier degré 


—3x+2—o 
ou TL = %, 
2 
Donc L—% 


est la solution cherchée. 


l 4 


449. — ExEMPLE III. — Même problème pour l'équation 


d 4E de I #1 
SR ARTE TE TA A F 
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En multipliant les deux membres par 20, on trouve 
l'équation équivalente 


10X — 140 —4L—DbX—4 +. 


Si on fait passer les termes en æ dans le premier 
membre et les termes connus dans le second, on trouve 
l'équation équivalente 


0æ——190: 


il est clair alors que l'équation donnée est impossible, car 
il n’y a aucun nombre qui, multiplié par o, donne un pro- 
duit autre que o. 


150. — Les exemples qui précèdent nous conduisent 
alors à la règle suivante : 


Règle. — Pour résoudre une équation du premier degré à 
une inconnue : 

1° On chasse les dénominateurs s'il y en a; 

2° On développe les calculs dans les deux membres; 

3° On fait passer tous les termes inconnus dans le premier 
membre et tous les termes connus dans le second. 

On parvient ainsi à une équation de la forme GES) dont 
la solution est évidente. 


151. — Discussion. — Revenons maintenant à l’équa- 
tion du premier degré 


at D (D) 
et supposons d’abord que a ne soit pas nul : a £ 0. 
Résoudre l'équation (1), c'est chercher un nombre x 


qui, multiplié par a, devienne égal à un nombre donné b. 
Ce nombre est, par définition, le quotient de b par a etil 


, , AD + 
est égal à la fraction 2 Donc, l'équation a dans ce cas 


une solulion et une seule, à savoir 


œ = =" 
œ 
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Supposons maintenant que a soit nul, mais que b soit 
différent de zéro 
do: bo, 
dans ce Cas l’équation est évidemment impossible (comme 
dans l'exemple IITI (n° 149). 
Enfin, si a et b sont nuls tous deux 
a—=0o b — O, 
l’inconnue æ est indéterminée, c’est-à-dire arbitraire, car 
l'égalité 
009 


est vraie quelle que soit æ. 


152. — Remarque. — Lorsque dans l'équation ax — b, 
b étant différent de zéro, a est aussi différent de zéro, il y 
a une solution; lorsque a est nul, il n’y a pas de solution. 

En d’autres termes, quand a devient égal à zéro, la solu- 
tion disparaît. On peut se demander comment s’est effec- 
tuée cette disparition. 
_ Supposons alors que, dans l'équation (1), le coefficient b 
reste fixe et que a prenne des valeurs de plus en plus 
voisines de zéro, nous savons que la fraction 


L—==- 
a 


devient infinie (n° 106) lorsque « tend vers zéro, donc on 
peut dire : lorsque b restant constant et non nul, a tend vers 
zéro, la solution de l'équation (1) disparaît ou s'évanouit en 
devenant infinie. 
Exemrze. — Considérons par exemple l'équation 
&—a—yx où ao 
que nous avons déjà rencontrée (n° 405). Elle peut s’écrire 
x(1—y)—=a 
et la discussion précédente fournit les résultats suivants. 


Si y a une valeur différente de 1, l’équation admet une solution et 
une seule, 
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Si y tend vers r, cette solution disparaît en devenant infinie. 

Ces résultats concordent bien avec les résultats géométriques déjà 
signalés (n° 405). ù 

453. — Équations qui se ramènent au premier 
degré. — Certaines équations soit fractionnaires, soit 
irrationnelles peuvent se ramener à des équations entières 
du premier degré, en appliquant les théorèmes des n° 141 
et 144. 

Mais il faut avoir bien soin de ne pas oublier qu'on 
peut, dans ces cas, introduire des solutions étrangères. Il 
faudra donc toujours vérifier si les solutions obtenues 
satisfont bien les équations proposées. 


454. — EXEMPLE IV. — Sort à résoudre l'équation 
T—a  L—C 
æ—b x—\ 
Chassons les dénominateurs et nous obtenons l’équa- 


tion 
(æ— a) (@ — d)=(æ—c) (x —b) 


ou, en développant les deux membres 
a? — (a + d) x + ad = a? — (b + c) x + bc. 
Cette équation est du premier degré, car elle s'écrit 
(b+Lc—a—d)x—bc— ad. 
Sib+c—a—d n'est pas nul, elle admet une seule solu- 


tion qui est : 
: es bc— ad 
b+c—a—d 
Cette solution n’est pas étrangère, car (n° 142), les seules 
solutions étrangères qu’on aurait pu introduire sont celles 
qui annulent les dénominateurs, c’est-à-dire æ—b ou 
HU (. 


155. — ExEmPLe V. — Soit à résoudre l'équation 


Vaæ—2+Vx+i-3, 
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Isolons le premier radical (n° 445). Nous obtenons l’équa- 
tion équivalente 


VX 53 Jet r. 
Élevons les deux membres au carré et il vient 
T—2=9—6Vx+i+x+r. 
Isolons le second radical en le faisant passer seul dans 

le premier membre; nous obtenons 

6 Va +1— 12 
ou, en divisant par 6, 

(ane à 


Élevons encore une fois les deux membres au carré et 
nous obtenons finalement 


CHI, 
d’où ENT 
Comme nous avons élevé deux fois au carré, nous ne 
pouvons pas affirmer que cette solution convient à l’équa- 
tion donnée. Il faut le vérifier. Faisons æ—3 dans l’équa- 
tion proposée et il vient 


Ce qui a bien lieu. L’équation proposée a donc une 
seule solution æ —3. 


REMARQUE. — Si, au lieu de l'équation précédente, on 
avait proposé l'équation 
UPS VE Er 
on aurait été conduit par des élévations au carré à la 
même équation finale que plus haut. 
La solution trouvée æ—3 ne conviendrait pas alors à 


cette équation. On peut donc affirmer que cette nouvelle 
équation n’a pas de solulion, 
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4 3. — Inégalités du premier degré 


à une inconnue. 


156. — Définitions. — De même qu'on distingue les 
égalités en deux espèces, les identités et les équations, 
on peut distinguer dans les inégalités celles qui ont lieu 
quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui y 
figurent et celles qui n'ont lieu que si on donne à cer- 
taines lettres, appelées inconnues, des valeurs convena- 
blement choisies. Nous désignerons ces dernières inéga- 
lités sous le nom d’inégalités conditionnelles. 

Donc : 


On appelle inégalité conditionnelle une inégalité qui n’est 
vérifiée que si on attribue à certaines lettres appelées ineon- 
nues des valeurs convenablement choisies. 

Résoudre une inégalité, c'est trouver les valeurs qu'il faut 
donner aux inconnues pour qu'elle soit satisfaite. 


Deux inégalités conditionnelles sont dites equivalentes 
lorsqu'elles admettent les mêmes solutions, c'est-à-dire 
lorsque toute solution de l’une est une solution de l’autre 
et réciproquement. 

Des raisonnements analogues à ceux que nous avons 
faits ($ 1) dans la théorie des équations permettent d’éta- 
blir les théorèmes suivants : 

1457. — Théorème I. — Lorsqu'on ajoute une même 
expression algébrique aux deux membres d'une inégalité 
conditionnelle, on obtient une inégalité équivalente. 

Ce théorème permet de faire passer un terme d’une iné- 
galité d'un membre dans l'autre. 

Il en résulte que : 

On peut mettre toute inégalité conditionnelle sous la forme 


A >; 


À désignant une certaine expression algébrique. 


RE AL OS, ni, SR ADS és, 
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Si À est un polynôme entier par rapport aux inconnues, 
l'inégalité est dite entière. Le degré du polynôme est le 
degré de l'inégalité. 


158. — Théorème IT. — Lorsqu'on multiplie ou divise 
lies deux membres d'une inégalité conditionnelle par un 
méme nombre : 

1° Si le nombre est positif, on obtient une inégalité équi- 
valente ; 

2 Si le nombre est négatif, on obtient une inégalité équi- 
valente à condition de changer le sens de l'inégalité. 


Ce théorème se démontre comme celui du n°14, en 
tenant compte du théorème du n° 70; il permet de faire 
disparaître les dénominateurs d'une inégalité. 

459. — EXEMPLE. — Soit à résoudre l'inégalité 


Œ I I 14 
He ci 


Multiplions d’abord les deux membres par 6, nous 
obtenons l'inégalité équivalente 
30Œ%—32—2>18€—1+2x 
qui se transforme en la suivante 
30%—3X0—18X—2X >2—1I 
ou bien ÉRERR 


La solution cherchée est donc 
x >= 
4 


160. — Cet exemple suffit pour montrer la marche à 
suivre : 


Règle. — Pour résoudre une inégalité du premier degré 
à une inconnue : 

1° On chasse les dénominateurs en appliquant le théo- 
rème II (n° 158); 
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90 On fait passer tous les termes dans un membre. On 
obtient ainsi une inégalité de la forme : ax —b >o. 
Considérons alors l'inégalité générale du premier degré 
ax—b>o. 
Cette inégalité équivaut à la suivante 
ax >. 
4° Si a est positif, en multipliant par = (n° 158), il vient : 
«a 
Cette inégalité, équivalente à la proposée, met les solu- 
tions en évidence. 
2% Si a est négatif, en multipliant les deux membres de 
l'inégalité 
ax > b 
par - il faut changer le sens. On obtient ainsi 


b 
LC < — 
a 


qui met la solution en évidence. 


$ A. — Équations du premier degré 
à plusieurs inconnues. 


1614. — Deux méthodes. — Les procédés de calcul 
utilisés pour résoudre un système de deux équations à 
deux inconnues peuvent être classés en deux catégories 
connues sous le nom de méthode de substitution et méthode 
d'élimination. 

Nous allons les exposer successivement en traitant 
d’abord quelques exemples. 


162. — Exemple I. — Considérons d’abord un système 
tel que le suivant 
Y—=2X — 17: 
Pere 


2,6, nl UN NME PT %, WP : 


n + : S 
re, “ L + 
4 . 
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dans lequel l’une des équations est résolue par rapport 
à l’une des inconnues. Dans ce cas, on emploie la méthode 


de substitution. 
On remplace, dans la seconde équation, y par sa valeur 
tirée de la première, ce qui donne 


JL 2 (2C — 19) — 17 
ou 
3% — 4x + 26 — 17, 
et, par suite, 
00 


v 


La première équation donne alors, en y remplaçant x par 


sa valeur, 
U—=2°9 — 18 =. 


163. — Justification. — Il est très aisé de justifier la méthode 
précédente. Considérons plus généralement le système suivant 
) y—=ax + b, 
| ML MY, 
a, b, m,n, p, représentant des nombres algébriques donnés. 
Concevons une solution (x, y) du système, La valeur + doit évi- 
demment salsfare à l'égalité : | 
ma + n(ax + b)=p 
(m+na)x+bn=p, 


obtenue en remplaçant y par sa valeur dans la seconde équation 
donc x est forcément égal à 


ou 


— bn 
m+na ; 
si, comme nous le supposerons, (m + na) n'est pas nul. Alors y est 
forcément donné par 





1 _a(p—bn) 
y=ax + b— mEna + b, 
ou : 
_ap+bm. | 
AT Mm+Ena (2) 


Réciproquement, si on remplace, dans la seconde équation du système 
(1), æ ef y par leurs valeurs (1) et (2), on trouve que cette équation 
est vérifiée. Donc dans les cas où (mn + na) n’est pas nul, le système 
(1) admet une solution et une seule définie par les égalités (1) et (2), 
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: 
M 
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464. — Exemple II. — Dans les exemples qui précè- 
dent, nous avons supposé que l’une des deux équations 
était résolue par rapport à l’une des inconnues y. S'il n'en 
est pas ainsi, on commence par résoudre l’une des deux 
équations par rapport à l’une quelconque des deux in- 
connues. 

Considérons par exemple le système 


12 
3 sa ar 2 —7 SH 1; 
22+y—3—5y—3x +8. 

Résolvons la première équation par rapport à æ, comme 
si c'était une équation à une seule inconnue, nous obtien- 
drons (n°° 138 et 143) l'équation équivalente : 

œ — 61y—5, 
qui peut remplacer la première. Le système proposé peut 
donc s’écrire sous la forme équivalente : 
x —6y—3, 
RS RE Re 





Il a maintenant la forme précédente. Remplaçons æ& par sa 
valeur dans la seconde équation et elle devient : 


127—6+y—3—5y—187y + 9 + 8. 


On en türe : 
2010, 
ou 
4 y — Le 
On a, alors : 


x —6y—3—6—3—3,. 


165. — Méthode de substitution. — Les exemples qui 
précèdent nous suffisent pour pouvoir alors énoncer la 
règle suivante : 


Règle. — Pour résoudre un système de deux équations à 
deux inconnues : 
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1° On résout l’une des équations par rapport à l'une des 
inconnues comme si cette inconnue était seule ; 

2° On porte la valeur ainsi obtenue dans la seconde équation; 

3° On tire alors de la seconde équation la valeur de la seule 
inconnue qu'elle contient; 

4° On porte cette valeur de l’'inconnue calculée dans la pre- 
mière équation, qui ainsi donne la valeur de l'autre inconnue. 


Cette méthode est dite de substitution, parce qu’elle con- 
siste à substituer dans l’une des équations, à l’une des 
inconnues, sa valeur tirée de l’autre. 


166. — Exemple III. — Considérons le système simple 


| LEUV—=A, 
GRR 
que l’on obtient, quand on cherche deux nombres con- 
naissant leur somme « et leur différence b. 

Soit (&, y) une solution de ce système. Il est clair que 
ces nombres (æ, y) satisfont aussi à l'équation obtenue en 
ajoutant membre à membre les équations (Il). Or, en fai- 
sant cette opération, on trouve évidemment 

2æ&—a+b 
ou 
a + b 

_… 

De même, en retranchant membre à membre la seconde 
équation de la première, on trouve 


D 





a —b 
nn 





y = 


On vérifiera aisément que ces nombres (+, y) satisfont 
bien au système (11). 


167. — Exemple IV. — Soit encore le système 


LT +Yy—=A, 
(HI) Dany 


M: 
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que l’on obtient en cherchant à partager un nombre 
donné a en parties proportionnelles à deux nombres 
donnés m et n. 

Comme dans l'exemple précédent, concevons une solu- 
tion (æ, y) du système III. En vertu d’un théorème connu 
sur les rapports égaux, ces nombres doivent satisfaire 
aux égalités suivantes 


4h JARNDE-UT 


Mm On m+n’ 


on voit donc que l’on a : “5-1 


et, par suite, 
4° am 2D an 
__m+n a 


A 





m + n 


Il est aisé de vérifier que ces nombres satisfont bien au 
système (II). 


On rencontre fréquemment ce système en géométrie, par exemple 
quand on cherche à calculer les segments déterminés par les bissec- 
trices d'un triangle sur les côtés, quand on cherche la surface laté- 
rale et le volume d’un tronc de cône, etc... 


168. — Remarque. — On résout de même le système 


T—7Y—ûA, 


(IT bis) LU 


2 nm n 


On trouve 
am an 


2 VE 


mers 07m HE 








169. — Exemple V. — Le procédé employé dans 
l’exemple IIT, qui consiste à ajouter et à retrancher les 
deux équations a réussi, parce que dans les deux équations 
les coefficients de x ou ceux de y étaient égaux en valeur 
absolue. Alors, en ajoutant les équations, y disparaissait, 
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y était éliminé. De même, en retranchant, æ disparaissait, 
æ était éliminé. 

Lorsque les coefficients de x ne sont pas égaux, on les 
rend égaux en multipliant les deux équations par des fac- 
teurs convenables. 

Appliquons ceci à un exemple. 

Soit le système suivani : 

DPI UT, 

Prenons d’abord comme multiplicateurs les nombres 2 
et 3. Multiplions la première par 2 et la seconde par 3. 
Nous obtenons les équations équivalentes (n° 141) 

\ 42% —67y—2, 
1. SL h0Y—E Tr: 

Dans ces deux équations, les coefficients de y sont égaux 
en valeur absolue. Ajoutons-les membre à membre; y dis- 
paraît et nous obtenons 


(4+3)x—2+ 1, 
d'où 
LE 2: 

De même, si on prend comme multiplicateurs (— 1) et 2 
et si on ajoute membre à membre, æ disparaît et on 
trouve 

(3 © £ 4)y=— I 5 8, 
d’où 
y — 1. 


Ce calcul se trouvera justifié par ce qui suit. 


170. — Système général. — Considérons maintenant 
un système quelconque de deux équations du premier 
degré à deux inconnues. 

En faisant passer, dans chaque équation, les inconnues 
dans le premier membre et les termes tout connus dans 
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le second, on obtiendra toujours un système de la forme 
ÿ DUC 
l \ ax + by L 
ŒV) 0x bre 
où à, b, a’, b', c, c’ désignent des nombres connus. 
Multiphions la première équation par b'etla seconde par 
b. Nous obtenons le système équivalent (n° 141) 
ab'æx + bb'y—=cb, 
ba'æ + bb'y—=bc. 


Dans ces deux équations, les coefficients de y sont 
égaux. Toute solution (æ, y) de ce système vérifie évidem- 
ment l'équation obtenue en les retranchant membre à 
membre, ce qui élimine y et donne 


(ab' — ba')æ = cb" — bc’. (1) 


Multiplions ensuite la première équation par a’ et la 
seconde par a. Nous obtenons le nouveau système équi- 
valent au système ([V) : 

| aaxæ+bay=ca, 
| aa'xæ +ab'y =ac!. 

Dans ces deux nouvelles équations, les coefficients de æ 
sont egaux. Toute solution de ce système vérifie évidem- 
ment l'équation obtenue en retranchant la première de la 
seconde. Cette opération élimine æ et donne : 


(ab’— ba’) y = ac —- ca’. (2) 


Ce calcul prouve que si (#, y) est une solution du sys- 
tème (IV), forcément x satisfait à l'équation (1) et y à 
l'équation (2). 

supposons 

ab'— ba 0, 
les équations (r) et (2) admettent alors une solution et une 


seule 
__cb"—bc ac'—ca 


PE bb? Va bai (3) 
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Si on porte ces valeurs dans le système (IV), on trouve 
aisément qu'il est vérifié, donc on peut énoncer le théo- 
rème général suivant : 


Si ab’ — ba 0, le système (IV) admet une solution et une 
seule, définie par les formules (3). 


171. — Méthode d'élimination. — Les exemples qui 
précèdent mettent bien en évidence la méthode générale à 
suivre, que l’on peut résumer comme suit : 


Règle. — Pour résoudre un système de deux équations 
du premier degré à deux inconnues, on commence d'abord 
par les mettre sous la forme 


ax + by, 
ax + by —<c, 


en faisant passer, dans chacune des deux équations, les termes 
inconnus dans le premier membre et les termes tout connus 
dans le second membre et réduisant. 

Ceci fait, pour calculer la valeur d'une des deux inconnues, 
on élimine l'autre. 

Pour éliminer une des deux inconnues, on multiplie cha- 
cune des deux équations par le coefficient de cette inconnue 
dans l'autre équation et on retranche les deux équations 
ainsi multipliées, membres à membres. 


ExEMPLE. — Soit à résoudre le système 


y 


zx 
2 3 


T7 2% IE: 
TL J 
Ra RM PEAU L 
Chassons les dénominateurs. Les équations s’écrivent : 


3æ—2y +42 — 127% +6, 
T—21y +3 — 3x +3y. 
Ramenons à la forme réduite (1V) (n° 170) et le système devient : 
92 +2y — 36, 
LS IV RNRE 


Éliminons y. Multiplions la première par 24 et la seconde par 2 et 
retranchons et il vient : 
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(24:9—2.2)x — 36:24— 3:2 


ou 2137 — 858: 
Ce qui donne 

__ 858 _ 429 

7 212 106 


Éliminons de même x. Multiplions la première équation par 2 et 
la seconde par 9 et retranchons, il vient : 


(24°:9—2:2)y — 3:9—36.2 


ou 212y7==— 45; 
ce qui donne : pars 
e qui donne : CRE ox pm 
REMARQUE. — On peut quelquefois employer des multiplicateurs 


plus simples que ceux fournis par la règle précédente. Ainsi pour éli- 
miner y on aurait pu multiplier la première équation par 12 et ne pas 
toucher à la seconde. Les coefficients de y auraient été ainsi égaux. 
En retranchant on trouverait : 


(12:9— 2)x — 12-36 — 3 


__429. 
SATOD. 


ou 


172. — Discussion générale d’un système de deux 
équations du premier degré à deux inconnues. — 
Tout système de deux équations du premier degré à deux 
inconnues peut se ramener, en faisant passer tous les 
termes inconnus dans le premier membre et les termes 
connus dans le second, à la forme 


(1) LÉ 
la'x +b'y—=c'. 

Supposons d’abord l’un des quatre coefficients a, b, a’, b 
différent de zéro; soit, par exemple, a 

Nous pouvons alors résoudre la première équation du 
système (1) par rapport à æ et nous obtenons 
_©c—by 
AT: a ° 


(2) 
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Portons cette valeur de æ dans la seconde équation et 
il vient : 
,C — by A AS 
Déc + b'y—=c 
. qui s'écrit, en multipliant par a, 
a'(c—by) + ab'y—=ac 
ou 
(3) (ab'— ba”) y = ac’ — ca’: 
1° Si ab’— ba’ est différent de zéro, l'équation (3) donne 
une valeur pour y et une seule : 
ac — ca 
1 5 — ba; 


En portant cette valeur dans l’équation (2), on a la va- 
leur de % : 


ac' — ca’ 
ab’— ba cab’ —cba’ — bac’ + bca' 
LVL — 
a a (ab' — ba’) 


En simplifiant, il vient : 


7 cab’ — bac’ 
” a(ab'—ba') 


et, en divisant les deux termes de la fraction par a, 


"RE cb’ — bc’ 
db =D 


Le système admet donc, dans ce cas, une soluñion el une 
seule donnée par les formules 


cb — bc’ 
Marsan 

(@ __ ac —ca 
LAre ab — ba 


déjà données au n° 170. 
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Ces formules sont connues sous le nom de formules de 
Cramer ; | 
2° Si ab'— ba’ est nul el que ac'— ca" west pas nul, l'équa- 
tion (3) devient : 
OYy—=aAC — ca 


et n’admet aucune solution. Elle exprime, en effet, que y 
devrait être un nombre qui multiplié par zéro donnerait 
un produit ac’ — ca’ non nul, ce qui est impossible. 

Ceci revient à dire que tout système de valeurs de æ et y 
vérifiant la première des équations du système (1) ne vé- 
rifie pas la seconde. Le système n’a donc pas de solution. 
Les deux équations (1) sont dites incompatibles: 

3° Si ab’— ba’ et ac'— ca’ sont nuls tous les deux à la 
fors, l'équation (3) se réduit à 


O1 — 0. 


C'est une identité. Elle est vérifiée quelle que soit la va- 
leur de y. Ceci revient à dire que tout système de valeurs 
de æ et y vérifiant l'égalité (2) vérifie, à la fois, les deux 
équations du système (1). 

Dans ce cas, il y a une infinité de solutions. On peut 
donner à y une valeur arbitraire et la valeur correspon- 
dante de x est donnée par la formule (2); 

4 Supposons maintenant que ces quatre coefficients 
a, b, a’, b’ soient nuls tous les quatre. On ne peut pas alors 


résoudre l’une des équations (r) par rapport à l’une des. 


inconnues et ces équations s’écrivent : 


O:Æ+0-Y—C, 
0°.© + O0:y—C/. 

Si c et c’ ne sont pas nuls tous les deux, l'une au moins 
des deux équations est impossible et le système n'a pas de 
solulion. 

Si cet c’ sont nuls lous les deux, les deux équations sont 
des identités. Elles sont vérifiées quelles que soient les 


bi an ten Ds à oi thin 
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valeurs de æ et y. Il y a une infinité de solutions obtenues 
en prenant pour æ et y des valeurs absolument arbitraires. 

173. — Remarque I. — Lorsque, « étant différent de 
zéro, On a : 

ab'—ba'—=o , ac’ —ca —=o, 
les deux équations (1) ont leurs coefficients proportion- 


nels. En effet, les deux conditions précédentes s’écri- 
vent : 


V4 24 C0 
——=— et ——— 
14 4r CR: 
On a donc : 
Li EE à ANR 8 
Te boer 


Il en résulte que si on multiplie les deux membres de 
l'équation : 
ax + by —=c 


a ; 
par — on retrouve la seconde équation 
a'æ + b'y=c". 


En d’autres termes, on a l'identité : 


(ax + by—c)=a x +b'y—c'; 


= 
ce qui prouve bien que tout système de valeurs de x 
et y qui annule ax + by — c annule aussi 
ao +b'y—c'; 
c'est-à-dire que toute solution de la première équation 


vérifie là seconde. 


174. — Remarque II. — Il y a deux cas où il y a une 
infinité de solutions : 
En premier lieu lorsque 


/ farce là (us < 
aZÆo , ab'—ba'—=o , ac'—ca —=o; 
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et en second lieu lorsque 

AG == NC C0; 
Mais ces deux cas sont très distincts. 

Dans le premier cas, nous avons vu, qu'il n’y a qu’une 
inconnue y qu'on peut prendre arbitrairement, qui est 
indéterminée. 

Dans le second cas, les deux inconnues sont indéter- 
minées. 

C’est pourquoi l’on dit que : dans le premier cas, il ya 
indétermination du premier ordre et dans le second cas 
indétermination complète. 


475. — Exempzes. — Considérons d’abord le système 
8t—6y—11, 
12% —09y—25. 

On a 101 : 
ab'— ba —8.(—9)—12(—6)—— 72 +72—0, 
ac'— ca — 8:25 — 12:11 — 200 — 132 —68%o. 

Le système est donc impossible. I n'y a pas de solution. 
D'ailleurs, si on applique la méthode de substitution, on a 
11+6y 
D ra 


En portant cette valeur dans la seconde équation, on trouve 
12 (11 +6y) —8-9y—8.25 
ou o-y — 068, 


équation impossible. 
Considérons en second lieu le système 


8zx—6y— 11, 
124— 9y— 106,5. 
Ici on à : | E 
ab’ — ba —8 (— 9) —12(—6)—— 72 +72 —0, 
ac — ca —=8.16,5- -12°11— 132 — 132 —0. 
Le système est indéterminé. 
Si, en effet, on tire x de la première équation 
_"11+067 
nn 


ee 
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et qu’on porte dans la seconde, celle-c1 devient 
O: y = O0 


Toute solution de la première équation vérifie la seconde. Il y à 
donc une infinité de solutions. On peut prendre pour y une valeur 
arbitraire, et la valeur de x en résulte. 

Ainsi, on a les solutions : 


LE 
y —0 , Haras: Y—1 , = 


è | 
Y—=—1 , MERE Y—=2 , LI— 
et ainsi de suite. 


176.— Équations à plusieurs inconnues. — Méthode 
de substitution. — Les méthodes de résolution que 
nous venons d'exposer pour deux équations du premier 
degré à deux inconnues pourraient s'étendre à des sys- 
tèmes d'équations du premier degré contenant plus de 
deux inconnues ; nous nous contenterons de donner la 
méthode de substitution, qui s'applique sans modifica- 
tions. 


Règle. — Pour résoudre un système d'équations du pre- 
mier degré, le nombre des équations étant égal au nombre 
des inconnues : 

On résout l’une des équations par rapport à l'une des incon- 
nues qu'elle contient; 

On substitue la valeur de cette inconnue dans les équations 
restantes. l 

Ces équations restantes forment ainsi un nouveau système 
contenant une équation et une inconnue de moins que le pré- 
cédent. 

On recommence sur ce système comme sur le système pro- 
posé et on continue jusqu’à ce qu'on parvienne à une dernière 
équation à une seule inconnue, qui donne la valeur de cette 
inconnue. 

En portant cette valeur dans l'équation résolue précédente 
on aura la valeur d'une seconde inconnue, et ainsi de suite 
en remontant de proche en proche et en portant dans les 
équations résolues les valeurs des inconnues déterminées. 


Appliquons à des exemples. 
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177. — Exemple I. — Résoudre le système 
X—3—=3, 
(1) y—L+2—o, 
33—Y—1—=0. 
De la première équation je tire : 
(2) X—=3+3 
et je substitue cette valeur de x dans les deux autres, ce 
qui donne un système de deux équations à deux incon- 
nues : 


6) } YO) = 0; 


33— Y— 1 —0O. 
De la première équation de ce nouveau système je tire : 
(4) Y—=3 +1, 
et je porte cette valeur dans la dernière qui devient : 
33— (3+1)—1—=o. 
Cette dernière donne : 
RAR 
d’où 
eee p 
En portant cette valeur de 3 dans l’équation résolue (4), 
on à : 
JERNEST Et 
Enfin, en portant la valeur de 3 dans l'équation résolue 
(2) on a : 
DT 0 
Le système admet donc la solution 
TA, VA) Ar 4 


178. — Exemple II. — Résoudre le système : 


æ+y+s:s=3a+b+e, 
| æ+y+t=a+3b+c, 
| T—3—t—=a+b—0c, 

y+5—t=3a—b—c. 


ia a £ 
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La première donne : 
{i) æ—3a+b+c—1y—z. 
En portant dans les trois dernières on a : 


3a+b+c—y—:+y+it—=a+3b+c, 
3a+b+c—y—3—3—t—=a+b—c, 
y+iz—-i—=3$3a—b—0c; 


ou, en simplifiant : 
t—3——2a+2b, 


y+23+{—=5a+oc, 
y+z—{t—=3u—b—0c. 


La première équation de ce nouveau système donne : 
(2) 3=t+2a—2b, . 
qui, portée dans les suivantes, donne : 
( yL2(l+aa—2b)+tli—oiat+oe, 
UE 201-504 D 6, 
ou, en simplifiant : 
y+3t—=—-02a+4b+oc, 
y = & + b —c. 
La dernière est toute résolue et donne y. 
Portons dans la précédente, qui donne : 
31—=—3a+3b+3c, 


ou t—=—-a+b+c. 
En substituant cette valeur de { dans l’équation (2) on a : 
z2=a—b+ce. 


Et, enfin, les valeurs de y et 3 portées dans l'équation (1) 


donnent : 


En résumé, le système admet la solution : 
æ—a+b+c, 
y—= a+ b—0c, 
3—=a—b +0, 
t=—a+b+c. 
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EXERCICES 


ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE 


118, Résoudre l'équation : 


2 x 


Er per x—2 (x—1){x—2)(x—3) 











419. Résoudre les équations : 









































hLT—S 4x7, 7x + 16 x +8 Le 
2X—1 2x—5? 21 4H 108 70 LUSÈ 
13 
I 3 TRADE 7 ETNRE 
22—3 22—3x x’ 24 EAN 
3 5 
420 Résoudre les équations : 
I 1 
1 Rays ) 4At—8 920—32 nl, 
Due 316 DU 16 PUR 5. nY HO 
ro etes esE Me 
( > 4 
124. Résoudre 
32—5 5x —3 
29 4 6 DT le 
re 22 — 5 Hat 
9 À 
— 7 5 : 57 — _bx—3 
4e REMÈTR : Se RO : Dee 
3 n n h 


422. Résoudre : 


; se sx ); 
CE) (E+i—e) = 22% —6/ 2 


1—x 1x) \4x 








423. Résoudre l'équation : 


æ ,1—X 2(3—x) x 
2/ 20 15 21 








124. Résoudre l'équation : 
a?c 


24 a(b+e) =(a+à)(b+a) = T 
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425. Résoudre l'équation : 





ER 

> _ 4 
a COMTE | 
FE 

1426. Résoudre : 

5x 8 
ANNE. 
2 
8 


427. Résoudre : 


128. Résoudre : 








429. Résoudre les équations : 
(t—1)(x—2)+H(x—r)(x —3)—=2{(x—02)(x—3); 




















ee 3— 5x 3x —5 z 8x+i1 
nn te — cer ed. a+ . += F1 
L—1 ,23—X #, 
ARC AN =. 
130. Résoudre l'équation : 
z+,a+b éx+atob_,, 
z+a+b z+a—b 
431. Résoudre l'équation : 
T— 4 T— A—1 æ—b æ—b—1: 


a ——— — ——— = ———— — . 
Da RUE 29 0 X 20 Le 00 gui 9 


132. Résoudre l'équation : 











a—b a +b 
PRRATT NU 
ne Re Fe 
433. Résoudre l'équation : 
J sr 
3(m+n)? mn 2im En) 
p°z P 


434. Résoudre l'équation : 


b}2 (: 1) — b\(xLi : 
em EE ES 


DOURLET, — PRÉC, D'ALGÈBRE. 9 
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435. Résoudre les équations : | Ferre 
Va—i=3;  Vatité=o;  VixFi—5=0; 
Via—3—V2x +60; Var + Ve +45; 
V2z+6—V2x—6—; Va i—x+5—o. 


INÉGALITÉS CONDITIONNELLES 


136. Résoudre les inégalités : 
5x+3>3x—7; Hire T8; 
Le 1)(2—2) {a+ 1) (x + 3): 
(æ—1)(x—2){(xæ —3) — x (x —6) >0o. 


437. Trouver les valeurs entières de x, positives ou négatives qui- satis- 
font simultanément aux deux inégalités : 


5 o 
a+ —<oe+i et 4H D>2x—7. 
438. Trouver les valeurs de x satisfaisant à la fois aux deux inégalités : 
D RCE I 3 2— 14 
(FA see LE, x Css" 2 PR Et me Tps, 
& Ses no et .2{(2—4)> : 


439. Quelles valeurs peut-on donner à æ pour satisfaire aux deux condi- 
tions : 


LD DL IS 
ont reie : À 2459 UE ? 
\ 1440. Résoudre l'inégalité : 
ax+5>x—3. 
441. Résoudre l'inégalité : 
T—1 
Paru A 1. 


SYSTÈMES A DEUX INCONNUES 


442. Résoudre le système ; 


PEN NE AL 
ÉD VAE SUIS MEN t ace LE 


443. Résoudre le système 
DRE MOVE 29 
IO VE à 300 





| She z—8 138 


2 5 11 100 
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444. Résoudre le système : 





anti ant EE ES 
4 SET 2 TR 13 7 
445. Résoudre le système : 
E 6 5x—13 8y— 
Es y IS, 3Ga +4) roy 55. 


446. Trouver la fraction —; sachant que 
THI 1 L 
Er. Qe re 
À à PE y+1 4 
147. Résoudre le système : 








æ + ay = : Y—AL —=C. 
448. Résoudre le système : 
bx + ay = 2ab : ax + by = a? + L?. 

449. Quelle relation doit-il y avoir entre les coefficients de deux équa- 
tions du premier degré à deux inconnues pour que la valeur de l’une des 
inconnues soit double de l'autre”? 

450. A quelles conditions doivent satisfaire les nombres /, m, p pour 
que les 3 équations 


t—ly—p=0o ,; y—lx—m—o , pr+my—1—o 


puissent être vérifiées par un même système de valeurs de x et y. 

454. Discuter, pour toutes les valeurs attribuées à £, le système des 
équations : 

(É+Ho)r+ty=r , —32z+it—2)y—=—1. 
452. Résoudre les équations 
(24m + 8m+i)x<+{i5m°+ 8m + 1)y+3m—=o; 
(8m<+2)x+{(5m+i)y—m—o. 

m étant un nombre donné; déterminer les valeurs de m pour lesquelles 


ces équations forment un système indéterminé ou impossible. 
453. Résoudre le système : 





e+ty= SA ty x 


et dire pour quelles valeurs de £ ce système est impossible ou indéterminé. 
454. Résoudre et discuter le système : 


(a—1)z+(a—i)y=(a+i) , (2a—i)a+(a+i)y=a—r. 
455. Résoudre le système d'équations : 

I il 
y ty 
I I 


ay + 





= M; 
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156. Résoudre le système : 
ty 2(a +) |, x —y 
ab à a 0 Map: 
L'ENCRE VAN RESS 
a+b  a—b a—tl? 
157. Résoudre le système : 
mix +y)+m?l2axz—3y—2)— m 43, 
(m— m?)x + mliy—1)=2m? {x — y) —3m?— 0. 
(Ecole des Beaux-Arts. 
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(a+be+la— bal 
(a 


(a+ c) y+ (a TTaac: 
459. Résoudre le système : 
D x 
SR =. 
a  b c 
LES tuiT 
D'UN SE 


160. Résoudre le système d'équations : 


I 


Er ee à —b: 











SYSTÈMES À PLUSIEURS INCONNUES 


164. Résoudre : 
12% +7y—= 109; 5y—2%—=0, 33+4x— 13. 
462. Résoudre : a 
7æ—2y+3:—62, ‘ 3x+8y—48, 5x —2y —=34. 
463. Résoudre : | © 
3x + 4y +22—47, 5x—3y+72—41, 7a—2y—52—=024 
464. Résoudre : AN LU 


ce A GE D'UN Re +? yiyiL ones 
MEET 15 Lo MEN ent ++ =4. 
165. Résoudre le système : 


22+3y—4z 3z+4y—2x 4x +2y—32 r+y—x 
HS GE. CASA EEE 1 ONE 


D PR OT PO) 7 nn >» jt 4 
Fo AN es TRE 
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166. Résoudre le système : 
3æ+2y—3—=a+1, . 5x2+3y—-2r3—2a—1, 
| 242—y+3:3——a. 
167. Résoudre le système : 
æ+2{y+z) =c, y +2(3+x) —=b, 32+2{(x.ty)=a 
168. Résoudre le système : 
æ+y+Lz—o. 
b+c)z+(a+e)y+la+b}z=0, 
bex + acy + ab: = 1. 
169. Discuter le système d'équations : 
matytz=m, mxtkmytz—i1, 
t + my + mis, + y+ mr m, 
suivant les valeurs attribuées à m; cas d'impossibilité ou d’indéterm- 
nation. 
170. Résoudre le système d'équations : 
kx + 5y+ 43146, 5x + ky+3:—38, TFy+z—= 12, 
et indiquer les valeurs de X pour lesquelles ce système est impossible ou 
indéterminé. 
171. Résoudre le système : 
ax +y+z—=a, x + ay +2=3a, z+y+az—o2. 
Pour quelles valeurs de a ce système est-il impossible ou admet-il une 


infinité de solutions? 
172. Résoudre le système d'équations : 


xz+y+ri=a+b+e, 
bx + cytaz=cx + ay + b:—=a?+b? + 0c?; 
mettre la valeur des inconnues sous forme entière. 
173. Résoudre le système d'équations : 
z+y+x—o, 
az by c?2 


Det de} rs 


= à, 





4 Ua —b)(b—c)(e—a). 


a — 
Cas particulier où b—c; dire si le système est alors déterminé. 
474. Résoudre le système : 


3x — 2y—6, 5y—323—=0, 43—31—5, 20€—3x—8. 
475. Résoudre : 


27—3y+2t—4, 5y—2:—4, 
5x +3x — 14, T—4y+3t—5. 
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176. Résoudre : | 
THy—:—=a—1, y+i—u—2a—8, 3+u—v—a+#,, 
u+v—x—=6a+), v+r—y—=5a+s. 

477. Des équations : 
a = by + c3 + du, y—= ax + c3 + du, 
3 = ax + by + du, u—= ax + by + cz, 


déduire la relation 


a b c d 
22h CUBE ELIC PRE M TS 
478. Résoudre le système : 
| UV DUC Ut, 
I I I I Li 
Ed De 4 Gb 
479. Résoudre le système : 
æ+2r+323+4t—=a 
y+223+31+4x—b 
22t+3x+iy=c 
tL+2r+3y+iz— 
480. Montrer que les équations : 


“A 


aim (i+ 


IS gI8 818 
+ 
CCM OR 
I 

mo les 


et 


lé Se Se 


| 
Î 
ei 
Ë 
Se 


sont vérifiées par un même système de valeurs de x, y, 2. Détermmer 
ces valeurs. 


CHAPITRE V 


PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ, FONCTION LINÉAIRE 


$ 4. — Problèmes numériques à une inconnue, 


179. — Définitions. — Rappelons d’abord ce que nous 
avons déjà dit au n° 7. 

Résoudre un problème, c’est calculer certaines quantités 
qu'on appelle les inconnues, connaïssant d'autres quantités 
appelées données et sachant qu'il existe entre les données et 
les inconnues certaines relations. 

Énoncer le problème, c'est exprimer, en langage ordinaire, 
les relations qui existent entre les données et les inconnues. 

Résoudre le problème, c'est trouver les valeurs des incon- 
nués qu'on appelle solutions. 


Ainsi, lorsque je dis : 
Trouver un nombre qui, divisé par 3, diminue de 30, 


J'énonce un problème. Les données sont 3 et 30. L'inconnue est le 
nombre cherché. Résoudre ce problème, c’est trouver ce nombre 
qui sera k solution. 


Avant de donner des conseils et des règles pour la réso- 


lution des problèmes, nous traiterons quelques exemples. 


180. — PROBLÈME I. — Trouver un nombre qui, divisé par 
3, diminue de 30. 
Désignons par + le nombre cherché. Son quotient par 3 


#4 
est —- 
3 
. , D e. A tr, 4 7 | < s 
Si æ est le nombre cherché, Fr doit être égal à æ — 50, on 
doit donc avoir £ | 


—%— 30. 


S]S 
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Réciproquement tout nombre æ qui vérifie cette équa- 
tion est une solution. 

On obtiendra donc la ou les solutions en résolvant cette 
quation du premier degré. 

Chassons les dénominateurs, il vient : 


LÆ—3X—90 
ou 2% — O0, 
hr de je 


Le nombre cherché est 45. 


4184. — PROBLÈME Il. — Un père a 30 ans; son fils a 4 ans. 
Dans combien d'années l'âge du père sera-t-il double de l'âge 
du fils? | 

Désignons par æ le nombre d'années cherché. Dans x 
années l’âge du père sera 30+x et l’âge du fils sera 
4+x. 

Si æ est bien le nombre cherché, l’âge du père 30 + x 


devra être égal à 2 fois l’âge du fils 4 + x. On devra donc 
avoir 


30 + &æ—2(4 + æ). 


Réciproquement le nombre x qui vérifie cette équation 
répondra à l'énoncé, ce sera donc la solution. 
Il nous faut résoudre cette équation du premier degré 
qui s'écrit : 
30+X—8+2x 
d'où . 2%—x—30 —8 
ou V==922; 


C’est donc dans 22 ans que l’âge du père sera double de 
celui du fils. En effet, le père aura alors 30 +22— 52 ans 
et le fils aura 4 + 22— 26 ans. 


182. — Mise en équations. — Ces deux exemples nous 
suffisent pour voir quelle est la marche générale qu'il faut 
suivre pour résoudre un problème : 
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Après avoir désigné les inconnues par des lettres æ, y... 
on écrit, d'après les indications de l'énoncé, les égalités qui 
permettraient de vérifier les valeurs x, y... des inconnues si 
elles étaient connues. 

Les égalités que l'on obtient ainsi sont les équations du 
problème et il ne reste plus qu'à résoudre ces équations 
pour avoir les solutions. 


Un problème est dit du premier degré lorsqu'il ne con- 
duit qu’à la résolution d'équations du premier degré. 


483. — Choix des inconnues. — Généralement, 
l'énoncé même du problème indique quelles sont les 
inconnues. | 


Ainsi, dans le problème I, l'énoncé dit : Q trouver un nombre 
qui. ». Il est clar que l’inconnue est ce nombre. 


Mais il arrive quelquefois que l'énoncé ne précise pas 


exactement quelles sont les inconnues. Dans ce cas, 1 


faut prendre pour inconnues des quantités telles que leur 
connaissance suffise à fixer sans ambiguïté le résultat cher- 
che. | 


Ainsi, J'aurais pu énoncer le problème IT de la facon suivante : 

Un père a 30 ans; son fils a 4 ans. Peut-il arriver qu'à un cer- 
tain moment l'âge du père soit double de celui du fils? 

Ici, l'inconnue n'est pas précisée. On aurait alors pu prendre pour 
inconnue diverses quantités ; soit, ce que nous avons fait, le nombre 
d'années au bout desquelles l’âge du père sera double de celui du 
fils; soit l’âge qu'aura le père au moment cherché ; soit l’âge qu'aura 
le fils à ce moment. 

Toutes ces inconnues auraient été également bonnes. 

Reprenons ce problème en prenant l’âge du père comme inconnue +. 
Il suffit de remarquer que le fils a 26 ans de moins que le père. 
L'âge du fils sera alors x— 26 et on aura l'équation 


z— 2 (x—26) 
qui donne | Led, 

Cependant le choix des inconnues ne doit pas être fait 
au hasard, et il faut toujours donner la préférence aux 
inconnues grâce auxquelles la mise en équations est la 
plus simple possible. 
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Nous verrons, plus loin, qu'il faut encore prendre des 
précautions lorsque les inconnues sont susceptibles d’être 
comptées dans des sens différents. 

Appliquons ces généralités à des exemples. 


184. — PROBLÈME III. — Trouver un nombre entier de 
deux chiffres sachant que le chiffre des dizaines est le double 
du chiffre des unités et que lorsqu'on intervertit les deux 
chiffres le nombre diminue de 27. 

Ici on ne peut pas prendre comme inconnue le nombre 
entier cherché, car en réalité, 1l y a deux inconnues qui 
sont les deux chiffres du nombre cherché. D'ailleurs, lors- 
qu'on connaît le chiffre des unités, on connaît immédiate- 
ment celui des dizaines. On peut donc prendre comme 
unique inconnue + le chiffre des unités. Celui des dizaines 
est alors 2x. 

Le nombre cherché est alors 2x7 X 10+x—21x. 

Le nombre obtenu en intervertissant les chiffres est 
LT RI0 -FAT—I20. 

En écrivant légalité qui doit être vérifiée d’après 
l'énoncé, on a l'équation : 


21X —12X —27, 


Y9L — 27, 
d'où pes ?2 3 
9 


Le chiffre des unités est 3; celui des dizaines est 6. 
Le nombre cherché est 63. 


185. — Problèmes impossibles. — Un problème peut 
être 2mpossible pour deux raisons : 
° 1l peut arriver que les équations auxquelles on parvient 
n'aient pas de solution ; 
2° Il peut arriver que les équations, ayant des solutions, . 
ces solutions ne conviennent cependant pas à l'énoncé, parce 
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que les quantités que l’on cherche doivent satisfaire à cer- 
taines conditions restrictives. 
Ainsi, par exemple, dans le problème IIT, l’inconnue x était un 


chiffre. La solution n’était donc acceptable qu’à condition qu'elle soit 
un nombre entier, positif et plus petit que 10. 


Donnons quelques exemples de ce genre de problèmes. 


486. — PROBLÈME IV. — Trouver un nombre dont la 
moitié diminuée du tiers et augmentée de 12, soit égale au 
sicième de ce nombre augmenté de 4. 

Soit æ le nombre cherché. 

D’après l’énoncé, on doit avoir : 

+= +4, 


2 
ou, en chassant les dénominateurs, 
3@—22+72—X + 24, 
ou 3 —2%0—L—= 924 — 172, 
ou | 0.0 — — 48. 
Cette équation n’a pas de solution. Le problème proposé 
est donc impossible. 


487. — PROBLÈME V. — Une personne a payé 50 francs 
avec 8 pièces d'argent de 5 francs et de 2 francs. Combien 
a-t-elle donné de pièces de 5 francs et combien de pièces de 
2 francs ? 

Désignons par æ le nombre des pièces de 2 francs. 

Le nombre des pièces de 5 francs sera 8 — x. 

La somme payée sera alors 5(8—x) + 2x francs; d’après 
l'énoncé cette somme doit être 50 francs, on doit donc 
avoir 

b(8— x) + 2% — 50, 
ou 4o—5æ+2x—5bo. 


En résolvant, on trouve : 


L———- 


4 à » 14 Me : CELL N 
» AT 
j L 5 Wa 

"E 

| 
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La valeur de x est fractionnaire et négative; or, d’après 
la nature même de la question, la valeur de x doit être 
positive, entière et au plus égale à 8. Le problème n’a donc 
pas de solution. 

Rewarque. — Le problème aurait eu une solution si, par exemple, 
la somme payée était : 31 francs. 

On aurait alors : 

4o—5 x+2x—=3r 
d’où He 

Le nombre des pièces de'2 francs serait 3 et le nombre des pièces 
de 5 francs serait 8—3—5. 


$ 2. — Solutions négatives, discussions. 


188. — Solutions négatives qui s’interprètent. — 
Lorsqu’en résolvant un problème qui, d’après sa nature, 
ne doit admettre que des solutions positives, on trouve 
une solution négative, c’est que le problème est impos- 
sible. | 

C'est, par exemple, ce qui s’est présenté dans le pro- 
blème V. 

Mais, dans certains cas, lorsque l’inconnue est une 
grandeur susceptible d’être comptée dans deux sens 
opposés : un temps, une distance, une somme d'argent 
qui peut être gagnée ou perdue, il peut arriver que la 
solution négative puisse s’interpréler. 

Il peut arriver que le signe (—) qui se trouve devant 
l'inconnue indique que l’on doit compter cette inconnue 
dans le sens opposé à celui dans lequel elle est comptée 
dans l'énoncé. 

Pour vérifier si cette interprétation est bien exacte, voici 
ce qu'il faut faire : 

On choisit comme sens positif pour l'inconnue le sens dans 


lequel elle est comptée dans l'énoncé et on désigne par æ 
la mesure algébrique de cette inconnue. 


rtf ant 


4 (ie Va 
0e 1 
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On Met de nouveau le problème en équation en ayant soin 
de le faire d'une façon générale en appliquant les théorèmes 
du chapitre II. 

Si la solution négative s'interprète, la nouvelle équation 
doit être identique à celle obtenue précédemment. 


Traitons quelques exemples. 


489. — PROBLÈME VI. — Un père a 60 ans, son fils à 
34 ans. Dans combien d'années l’âge du père sera-t-1l double 
de celui du fils? 

Soit æ le nombre d'années. L’énoncé donne : 


60 + x — 2(54 + x). 
On entire Mie 10: 


D'après l'énoncé tel qu'il est posé la valeur de æ devrait 
être positive; mais, comme :1l s’agit d’un temps, le signe 


‘ (—) pourrait peut-être signifier que c'était 1/y a 8 ans que 


le père avait l'âge double de celui de son fils. 

Pour le voir, supposons que æ soit un nombre positif 
ou négatif, suivant que le moment cherché suit ou précède 
l'instant actuel. 

L'âge du père à l'instant æ sera dans tous les cas 60 + x, 
celui du fils sera 34 + æ, on parvient donc à la méme équa- 
tion que plus haut 


60 + æ — 2(34 + x). 


La solution négative s’interprète donc bien. C'est: # y a 
8 ans que le père, qui avait alors 60 — 8— 52 ans, avait un 
âge double de celui de son fils, qui avait alors 34 — 8 
— 26 ans. 


490. — PROBLÈME VII. — Deux courmers partent ensemble 
de deux points À et B d’une même route et marchent tous deux. 
dans le sens de À vers B. Le premier courrier marche. à 
15 kilomètres à l'heure et part de A; le second courmer. 
marche à 18 kilomètres à l'heure et part de B. À quelle dis- 
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tance de B se rencontrent-\ls, sachant que la distance À B est 
de 42 kilomètres? 

Soit æ la distance cherchée, en kilomètres. Le premier 
courrier aura parcouru æ +42 kilomètres et aura mis 


XL + 42 
rte heures pour l’effectuer. Le second courrier a par- 


couru la distance æ et aura mis — = heures. Lorsque les 


courriers se rencontreront on en avoir : 


D + 42 
Dies 


œl & 


ou 
DTA 0, 


On en tire : 
V2). 


La valeur trouvée pour x est négative. La rencontre n’a 
donc pas pu avoir lieu après le point B. 

On est conduit à se demander si la rencontre n'avait 
pas pu avoir lieu avant B, en supposant que les deux 
courriers suivaient toujours la route dans le même sens 
et marchaïient tous deux avant de passer en A et B. 

Modifions donc l'énoncé de la façon suivante : 

Deux courriers marchent sur une méme route dans le sens 
de À vers B. Le premier courrier fait 15 kilomètres à l'heure; 
le second courrier fait 18 kilomètres à l'heure. Lorsque le 


premier courrier a passé en À le second courrier était en B. 


À quelle distance de B les deux courriers se sont-ils rencon- 
trés, sachant que la distance AB est de 42 kilomètres? 

Dans ce nouvel énoncé on ne suppose rien sur le point 
de rencontre des deux courriers, on ne dit pas s’ils se sont 
rencontrés avant ou après B. 

. Prenons alors, sur la route, comme sens positif le sens 
de A vers B et désignons par æ la distance du point B au 


point de rencontre M, cette distance étant comptée posi- 
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tivement dans le sens AB et négativement dans le sens 
contraire. 
Prenons pour inconnue le segment BM—x. 


Le segment AM est égal en grandeur et en signe à 
AM—AB + BM— 42 + æ. 


D’après la formule (2) du n° 99, le temps écoulé à partir 
du passage des courriers en A et B sera LL pour le 


premier et © z pour le second. On aura donc : 


A2 LD 


152. ULIS 


C’est la même équation que plus haut. 
La solution négative æ = — 252 s’interprète : 
La rencontre avait eu lieu 252 kilomètres avant le point B. 


1914. — Cas général. — D'après les exemples que nous 
venons de traiter, nous voyons que chaque fois que nous 
avons pu interpréter une solution négative, cela tenait à ce 
que le problème était mal posé. Cela tenait à ce qu’on 
avait fait par avance dans l’'énoncé une supposition sur le 
sens de linconnue, supposition qui se trouvait être 
inexacte. 

Lorsqu'un problème de ce genre est bien posé, on ne doit 
faire dans l’énoncé aucune supposition sur le sens de 
l’inconnue. On peut alors de suite affecter l'inconnue d’un 
sens et d’un signe et éviter de refaire une seconde fois le 
problème. | 

Nous sommes ainsi amenés à la règle générale que 
voici : 

Lorsque, dans un problème, l’inconnue peut étre comptée 
dans deux sens opposés, on doit de suite choisir un sens 


positif pour cette inconnue et désigner par æ& la mesure 
algébrique de l'inconnue. 
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II faut ensuite avoir soin de mettre le problème en équation 
d'une façon tout à fait générale, de façon que l'équation soit 
bonne dans tous les cas. 

La solution trouvée a alors toujours un sens. 


192. — PROBLÈME VIII. — Un joueur entre au jeu avec 
200 francs. [l joue deux parties. À la première partie il gagne 
le double de ce qui lui reste à la fin de la seconde partie. A 
la seconde partie 1 perd 300 francs. Quelle somme a-t-il ga- 
gnée ou perdue? 

Soit æ le nombre de francs gagnés ou perdus, æ étant 
positif si c’est un gain et négatif si c’est une perte. 

I] lui reste à la fin des deux parties 200 + x francs. 

D'autre part, à la première partie, il gagne 2 (200 + x) 
francs. Il a donc à la fin de cette première partie 200 + 

2 (200 + +) francs. Il perd 300 francs à la seconde partie. 
Il lui reste donc finalement 200 + 2 (200 + x) — 300. On doit 
ainsi avoir : 


200 + 2 (200 + æ) — 300 — 200 + æ 
ou 200 + 400 + 2% — 300 — 200 + L. 
D'où D 100. 


Le joueur a perdu 100 francs. 


1493. — Discussions. — Lorsque les données d’un pro- 
blème, au lieu d’être des nombres, sont représentées 
par des lettres, la solution trouvée est une expres- 
sion algébrique de ces lettres. La valeur numérique de 
l'inconnue dépend alors des valeurs numériques des in- 
connues. 

Discuter un tel problème, c’est alors étudier, suivant 
les valeurs attribuées aux données : 1° si le problème 
admet une solution acceptable; 2» quelle est la nature du 
résultat. 

Nous nous contenterons d'examiner ici des cas très 
simples. 
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494. — PROBLÈME IX. — Étant donnés sur un axe deux 
points À et B, trouver un point M tel que l’on ant : 
EM lt 
AM 
k étant un nombre donné. 
Cette question est au fond le problème inverse de celui 
étudié au $ 4 du chapitre II. 
Prenons sur la droite AB (fig. 15) comme sens positif le 
sens de À vers B et désignons le segment AB par a, qui est 
alors un nombre positif. 


Fig. 15. 


Prenons pour inconnue le segment AM—x. On a tou 
jours (n° 80) : 
BM—AM-.AB—x—a 





ÉULON 1 
nr 
Me 
ou C—a—kx 
et, enfin, 
(1) æ(1—k)—a 
Discussion. — Pour que cette équation (1) ait une. SO- 


lution, il faut d’abord que 1 —k ne soit pas nul, c’est-à- 
dire que k soit différent de 1. 

S’il en est ainsi, il y a une solution qui est : 
F5 


(2) ( LES men 





Il nous reste à savoir quelle est la position du point M; 
et, pour cela, il nous faut savoir si & est positif ou négatif 
et, lorsqu'il est positif, s’il est plus grand ou plus petit que a. 
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Si k> 1, æ est négatif, le point M est (fig. 15) dans la 
région æ’A de l’autre côté de À que B. 
Si o<k<1, æ est positif, mais plus grand que a, car 
son dénominateur est plus petit que 1. 
Le point M est dans la région Bæx au delà de B. 
Si £ <o, æ est positif, mais plus petit que a; 'M estentre 
A et B. 
Pour k=0o. on a x —=a. Mest en.B. 
Résumé. — 
Eos Flo <a raMrentreAreLlrBe 
LS ONE ve , MenB; 
D RATE. x>a , Mau delà de B; 
EX CEA pas de solution ; 
est AUTO LA , Mavant A. 


495. — PROBLÈME X. — Un rectangle a une base de 10 mè- 
tres et une hauteur de 5 mètres. De quelle longueur faut-il 
allonger ou raccourcir la base pour que la surface du rectan- 
gle devienne égale à S? 

Soit æ la longueur cherchée, æ étant positif lorsqu'il 
faut allonger la base et négatif lorsqu'on la raccourcit. 
Dans tous les cas, après l'opération, la base sera 10 + x et 
on devra avoir : 

(10 + x) 5—S 
ou V0 0TE20; 


À SD 
On en tire : VE A se 





Discussion. — Reconnaissons d’abord le signe de x. 

Si S>60, æest positif; 1l faut allonger la base. 

Si S<bo, æest négatif; 1l faut raccourcir la base. 

Mais, comme la base n’a que ro mètres, il faut encore 
que &, lorsqu'il est négatif, soit plus petit en valeur abso- 
lue que 10. En d’autres termes, il faut que æ& soit plus 
grand que —10. On doit donc avoir : 


S +50 





> —1I0, 


5 
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ou S— 50 > — 50, 
ou Di, 
ce qui a toujours lieu. 

La solution trouvée est foujours acceptable. 

Dans le cas particulier où S = 50, on trouve æ =, ce 
qui était à prévoir, car la surface du rectangle donné est 
égale à 50. | : 


196. — PROBLÈME XI. — Trouver un nombre tel que la 
somme des racines carrées des deux nombres obtenus en 
l'augmentant et le diminuant de 1 soit égale à un nombre 
donné a. 

Soit æ ce nombre. D’après l'énoncé on doit avoir : 





(1) Væ+i+Væ—1=a. 
Pour résoudre cette équalion, isolons le premier radi- 
cal ; il vient : 


(2) Væ + 0 Tr 


Elevons les deux membres au carré et nous avons : 





CHi=a—o2ax—-1+x—7r. 


Isolons le second radical : 





(3) | 2 AUX —1— 0 — 2. 


Élevons de nouveau les deux membres au carré et il 
vient : La Cf 
._4A@(tT—i1)=at— 48 +4 





ou 4@X—= at +4 
._ a +4 
— 

Discussion. — Comme nous avons élevé deux fois au 


carré, nous avons pu introduire des solutions étrangères. 
Il faut donc vérifier si cette valeur de æ satisfait bien à 
l'équation donnée (1) ou à l'équation équivalente (2). Pour 
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cela il faut d’abord qu'elle vérifie l'équation (3). Or, elle 
vérifiera soit cette équation (3), soit l’équation 


(4) —24VX—1—= 0 — 2. 


Pour distinguer celle des deux équations (3) ou (4) qu 


2— 2 


est vérifiée il n’y a qu'à regarder le signe de 





Si _. est positif il ne peut être égal qu'à + Vx?—1 
et non pas à —Vx?— 1, c’est donc l'équation (3) qui est 
vérifiée. 


SI 


a? — 2 





est négatif c’est le contraire qui a lieu et c’est 


l'équation (4) qui est vérifiée. 
Il faut donc d’abord avoir 


Ar— 
24 





2 
> 0. 


Cette condition étant remplie la valeur de æ vérifie bien 
l'équation (3) et on a 


mer: A? — 2 


VE | Rene 





2€ 


Pour qu’alors æ vérifie l'équation (2) il faut avoir 


—2 30-62 
ATEN TT 





Vz+i=a— 
Or, eomme on a élevé au carré, ici éncore æ vériliera 
soit cette équation, soit l'équation | 


a + 2 


2 4 








Varna 


Pour que ce soit la première qui soit vérifiée il faut et 
a + 2 
24 
tainement positif ceci exige que a soit positif. Mais alors 


il uffit alors que 





soit positif. Comme a? + 2 est cer- 
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la condition 





Œ — 2 
0 
2 a 
se réduit à æ&æ—2%>0 
ou > 2 
ou a > V2. 


En résume, 
Si a > V2, le problème a une solution. 
Si a < V2, le problème n’a pas de solution. 


3. — Problèmes à plusieurs inconnues. 


197. Généralités. — La mise en équations et la résolu- 
tion des problèmes à plusieurs inconnues se fait de la même 
façon que dans le cas d’une seule inconnue (n° 182 et 191). 

On désigne par x, y, 3... les inconnues et on écrit les rela- 
tions qui permettraient de vérifier les valeurs de æ,1y, 3... 
si elles étaient connues. 

On a ainsi les équations du problème. II ne reste plus qu’à 
les résoudre et à discuter la solution s’il y a lieu. 


198. — Remarque importante. — Nous remarquerons 
cependant que, pour que le problème admette un nombre 
limité de solutions, il faut qu'il y ait exactement autant 
d'équations que d'inconnues. 


199. — Lorsqu'il y a moins d'équations que d’inconnues 
le problème est en général indéterminé, il y a une infinité 
de solutions. 

Cherchons, par exemple, deux nombres x et y tels que l’on ait : 

5 x + 3 y—8. 


Il y a deux inconnues et une seule équation. Il est facile de voir 
qu'il y aune infinilé de solutions. L’équation s'écrit, en effet, sous la 
forme équivalente 

D er 
RTS 





te SANTE TN 
dr: x A À É 
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On peut alors donner à y une valeur arbitraire, il en résultera tou- 
jours une valeur pour æ. Par exemple : 


8 
pour y—0 , LÉ TT, 
D Y—I A NRA 

II 
» Y—=— 1] LIL —— ; 
? 5 3 


ni 7 
}) 1 ZE —— , TEE — ® 
y 3 5 ? 


et ainsi de suite. 


200. — Lorsqu'il y a plus d'équations que d’inconnues 
le problème est, en général, tmpossible; il n'y a pas de 
solution. Le: 

Cherchons, par exemple, deux nombres æ et y vérifiant les trois 


équations 
5x — Die 12, 


AOÉRANREET, 

Si on résout les deux premières équations, on trouve que les seules 
valeurs de x et de y qui les vérifient sont : t— 3, y—1. 

Or, si on fait x—3, y—1 dans la troisième équation, on constate 
qu’elle n'est pas vérifiée, car on trouve 

10 0: 

[n'y a donc pas de solution, puisque les seules valeurs de x et y, 
qui vérifient les deux premières équations, ne vérifient pas la dernière. 

204. — PROBLÈME XII. — Trouver deux nombres dont la 
différence et le quotient soient tous deux égaux à 5. 

Soient x et y ces deux nombres. On doit avoir 


T—Yy—=5, 
A ms ET 
Remplacçons x par 5y dans la première équation et il vient ; 
AY —$, 
qe 
d'où 4 


L—= De 
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202. — GÉNÉRALISATION. — Trouver deux nombres dont 
la différence et le quotient soient tous deux égaux à a. 
æ et y étant ces deux nombres, on doit avoir : 


T—Y—dQ, 
Day: 


Portons la valeur de x dans la première. Il vient : 








(1) CYRUS, 
a s 
Der) SU OAT, 
et 
a? 
Aie 


MU: 


Lorsque a = 1, le problème a toujours une solution, 
Lorsque a = 1 l'équation (1) devient 


(3 aus à À 
le problème n’a pas de solution. 

203. — PROBLÈME XIII. — Lorsqu'on augmente de 5 les 
deux termes d'un rapport, ce rapport devient égal à 2. 
Lorsqu'on diminue, au contraire, les deux termes de 5, le 
rapport devient égal à —- Quels sont les deux termes du 
rapport? 


Soit = le rapport. On a, d’après l’énoncé, 





+5 9 
y + Fer 
Œ—5 2 

TSX 


ce qui donne les deux équations. 


112 + 55 — 97 + 45, 
3% —15—2y— 10. 


152 PRÉCIS D’ALGÈBRE. 


IIX—OU—=—1I0 
ou 99 ; 


3 € — 2y — 5. 
Éliminons y (n° 466). Il vient : 
Fe x = 13. 
Éliminons æ etil vient : 
D 00; y = (rl 


à 13 
Le rapport cherché est + 


4 


204. — ProBLÈME XIV. — Deux courriers À et B partent 
de deux villes distantes de 46 lieues et vont à la rencontre 
l’un de l’autre. Lorsque À part 5" 3/4 avant B, leur rencontre 
a lieu 6" 1/8 après le départ de B. Mais lorsque B part 
5" 3/4 avant À, leur rencontre a lieu 5" 5/8 après le départ de 
À. Quelles sont les vitesses de À et B? 

Soit æ la vitesse de À, y la vitesse de B., en lieues à 
l'heure. 

Dans le premier cas, À marche pendant 5°3/4 + 6° 1/8, 


soit pendant 112; il fait donc æ(ns +?) lieues. De 
son côté, B ne marche que pendant 6*1/8; il fait 
dont (6 +3) lieues. 


La somme des distances parcourues par ces deux cour- 
riers est de 46 lieues. 


æ(as +3)+v(6 +3)= 46 


Dans le second cas, A marche pendant 5"5/8; ïl 


On a donc : 


fait donc æ(s +3) lieues, tandis que B marche pendant 


53/4 + 5" 5/8, soit pendant 11° à il fait donc y (a + ;) 


lieues. 
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En écrivant que la somme des distances parcourues est 
de 46 lieues, on obtient : 


(545) +u(n +346 
8/ 
Chassons les dénominateurs et nous avons les deux 
équations : 
95æ + 49y — 368, 
45æ + g1y — 368. 


En résolvant, on trouve : 


pus TE 
ir y — 


s 18 


Le courrier A fait donc 2 lieues 2/5 à l'heure. 
Le courrier B fait 2 lieues 6/7 à l'heure. 


205. — PROBLÈME XV. — Partager 232 en trois parties 
telles que si on ajoute à la première la demi-somme des deux 
autres, qu'on ajoute à la seconde le tiers de la somme des 
deux autres et qu'on ajoute à la troisième le quart de la 
somme des deux autres, les trois sommes ainsi obtenues 
. soient égales. 

Soient x, y, z les trois nombres. 
D’après l'énoncé on a : 
LT +Yy+3— 023), 





1 Z Œ +3 C+A 
4 
Ce système s'écrit : 
T + y +3— 9232, 
4&æ—3y+3—=o, 
3 +Y—23—=0. 
En résolvant, on trouve : 
Me o; U— 88; DES 104: 


Ce sont les nombres cherchés. 
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à A. — Variation de Ia fonction linéaire. 


206. — Variables. — On dit qu'une quantité est variable 
lorsqu'elle peut prendre diverses valeurs, lorsqu'elle peut 
varier. 

Une variable est dite indépendante lorsqu'on peut lui 
donner n'importe quelle valeur, positive ou négative, 
aussi grande ou aussi petite qu’on le voudra. En d’autres 
termes, une variable est indépendante lorsque les valeurs 
qu'elle peut prendre ne dépendent de rien autre. 

Nous désignerons, en général, une variable indépen- 
dante par la lettre x. 


207. — Fonctions. — Une quantité variable est dite 
fonction d’une autre variable indépendante lorsque sa va- 
leur dépend de celle de la variable indépendante. 

Une variable qui est fonction d’une autre est encore 
appelée variable dépendante de cette autre. 

Par exemple, la longueur de la circonférence d’un cercle est une 
fonction du rayon de ce cercle; le chemin parcouru par un mobile 
qui se meut avec la vitesse de 4 mètres à la seconde dépend du temps 
pendant lequel ce mobile a marché, ce chemin est donc une fonction 
du temps du parcours. 

En physique, on rencontre sans cesse des exemples de fonctions. 
Ainsi, on sait que la longueur d’une barre de fer varie avec la tem- 
pérature. Quand on chauffe la barre, elle s’allonge ; quand on la 
refroidit, elle se raccourcit. La longueur d’une barre de fer est donc 
fonction de sa température. 

Nous’ désignerons généralement une variable dépen- 
dante, une fonction par la lettre y. 

Dire alors que la variable y est une fonction de la 
variable indépendante x, c’est dire que l’on connaît, que 
l’on sait calculer la valeur de y quand on connaît la valeur 
de %. 

Ainsi, si le rayon d’un cercle est x, sa longueur y est donnée par 


la formule 
Yy—2TToUm—-0, 1410; 
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Donc lorsqu'on connaît æ, on sait calculer y. Par exemple : 
pour Det at on a y—6",2832, 
pour RMS ONAMUES10%,8400; 

et ainsi de suite. 

De même, si on désigne par y le chemin parcouru par un mobile 
dans le temps æ, à la vitesse de 4" à la seconde, on à : 
VAT, 
formule qui permet de calculer y quand on connaît x : 
pou) 0 ta y 0; 
DHUONR 2 NON A Una 
DMDNMT—=) 2, 0h 40 7y=290,/0, 
et ainsi de suite. 
r'é de là : 
Il résulte de là que 


Lorsqu'une quantité y est fonetion d'une variable x, il 
existe une formule qui permet de calculer y chaque fois 
qu'on connaît «. 

C'est cette formule qui définit, au point de vue mathé- 
matique, la fonction y de la variable æ. 


208. — Fonction linéaire. — Les plus simples des 
fonctions sont celles dans lesquelles y est un polynôme 
du premier degré en x. 

Ces fonctions sont appelées fonctions linéaires. 

Ainsi, légalité 

(1) = 4 TeN5 
définit une fonction y de la variable x. La valeur de y dépend de 
celle de x. Quand on connaît la valeur de x on sait calculer celle de 


y. Or, 4x— 5 est un polynôme du premier degré en æ. La fonction 
y définie par l'égalité (1) est donc une fonction linéaire. 


Donc : 


On dit que y est une fonction linéaire de x lorsque y 
est égale à un polynôme du premier degré en x, c'est-à- 
dire lorsque les valeurs de y sont données par une formule 
de la forme : 

y = ax + b, 
où «a et b désignent des nombres fixes donnés, ce qu’on 
appelle des constantes. 
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Les exemples que nous avons donnés plus haut : la longueur d’une 
circonférence en fonction du rayon, le chemin parcouru par un mo- 
bile en fonction du temps, la longueur d’une barre de fer en fonction 
de la température, sont des fonctions linéaires. 

Au contraire, par exemple, l'aire d'un cercle n'est pas une fonc- 
tion linéaire de son rayon. Car, si on appelle y l'aire du cercle et x 
son rayon, On à : 


JE VE Aebe EN L A 


y est du second degré en x. Ce n’est donc pas une fonction linéaire. 


209. — Croissance. — On dit qu’une fonction est erois- 
sante lorsqu'elle varie dans le même sens que la variable 
dont elle dépend. 


En d’autres termes : 
Lorsqu'une fonction est croissante, sa valeur augmente, 
croît, lorsque la valeur de la variable augmente. 


Ainsi, la longueur d’une circonférence de cercle est une fonction 
croissante de son rayon, car, quand le rayon augmente, la longueur 
de la circonférence augmente. 

De même, la longueur d’une barre de fer est une fonction crois- 

sante de la température, car, quand la température s’élève, la barre 
de fer s’allonge. 


210. — Décroissance. — On dit qu'une fonction est 
décroissante lorsqu'elle varie en sens inverse de la variable 
dont elle dépend. 


En d’autres termes : 
Lorsqu'une fonction est décroissante, sa valeur diminue, 
décroît, lorsque la valeur de la variable augmente, croît. 


Considérons un cylindre plein d'air et fermé par un piston. Quand 
on presse sur ce piston il s'enfonce, l'air est comprimé et son 
volume diminue. 

Le volume de l'air emprisonné dans le cylindre est donc une fonc- 
tion de la pression exercée sur le piston. Cette fonction est décrois- 

sante puisque quand la pression augmente le volume diminue. 


211. — Remarque. — Il résulte de ce qui précède que 
pour voir si une fonction est croissante ou décrois- 
sante, il suffit de donner à la variable deux valeurs quel- 
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conques et de regarder quelle est la plus grande des deux 
valeurs correspondantes de la fonction. 

Si à la plus grande valeur de la variable correspond 
oujours la plus grande valeur de la fonction, cette fonc- 


tion est croissante. 

Si à la plus grande väleur de la variable correspond, 
au contraire, toujours la plus petite valeur de la fonction, 
cette fonction est décroissante. 


212. — Théorème I. — La fonction linéaire est crois- 
sante ou décroissante suivant que le coefficient de æ est 
positif ou négatif. 


Soit y—=ar + b, 


* 


une fonction linéaire. Donnons à æ deux valeurs absolu- 
ment quelconques x’ et x” et supposons que l’on ait 


LP 0: 
Pour ces deux valeurs de æ, la fonction y prend deux 


valeurs correspondantes, y’ et y” 
y —=ax + b, 
== - b. 
Nous distinguerons deux cas : 
243. — 1° Supposons a > 0. — On peut alors (n° 70) mul- 
tiplier les deux membres de l'inégalité 
x" > x"! 
par a et on obtient l'inégalité de même sens : 
CLEA 
Aux äeux membres de cette inégalité on peut ajouter 
le même nombre b (n° 69), et il vient : 
! 1! ? 
ax +b>ax"+b, 


ce qui exprime que : 
y>y". 
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La fonction est donc, dans ce cas, croissante, puisqu’à 
la plus grande valeur +’ de æ correspond la plus grande 
valeur y’ de la fonction. 

Ainsi, la fonction 

y= 4 X — 3 


est croissante. Donnons à x une série de valeurs croissantes ; nous ob- 
tenons pour y la série de valeurs correspondantes qui suivent et qui 
sont bien croissantes : 


pour ZT——)2, ON a: Y——1II, 
) T——1, D Ye 
) PRO, NAME 00) 
) = 1 ) = 1, 
D'ARTS. DA == 5, 
DAME=NRS: ) NES] Be 9; 


et ainsi de suite. Les valeurs — 11, — 7, —3, 1, 5, 9, etc... de y 
vont bien en croissant. 


244. — % Supposons ao. — Lorsqu'on multiplie les . 


deux membres de l'inégalité 
1H ER 
par a qui est négatif, l'inégalité change de sens (n° T0) et 
on a : 
QG" AL": 


Aux deux membres de cette inégalité, ajoutons le même 
nombre b (n° 69) et nous obtenons 


ax +b<ax’+b, 
ce qui exprime que 
y' US 

La fonction, dans ce cas, est donc décroissante, puisqu’à 
la plus grande valeur x’ de la variable æ correspond la 
plus petite valeur y’ de la fonction y. 

Par exemple, la fonction 

Y=7 —2X 

est décroissante. 


LE: "Fais 
A ps È 
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Donnons à x une suite de valeurs croissantes : 


pour Z——)2, OAV UE TE 
» T—=— 1, NOTE 
) T— O0, ) Y—= 7; 
)) LE NDS DRE 0: 
») bd EP ) Le € 
» de he INVITE PE 
) TEE 4 ) ER Re 
et ainsi de suite. Les valeurs 11, 9, 7, 5, 3, 1, — 1, etc... de y 


vont bien en décroissant. 


245. — Théorème II. — Pour des valeurs de la variable 
infiniment grandes, la fonction linéaire est infiniment grande 
et du signe du terme en x. 


Prenons un exemple numérique. 
Considérons, par exemple, la fonction 


+ 


Gi. 
y == — sr 
Je dis que pour des valeurs de x très grandes et positives, 
y est très grand, aussi grand qu’on le voudra, et positif. 
Supposons, par exemple, qu’on veuille que y soit plus 
grand que 1 000 000. 
Il suffit pour cela qu’on ait 


D 
ru de I 000 000. 


C’est une inégalité à résoudre (n° 160) et on en tire 
ŒÆ >> 10 000 030. 


Il suffit donc de donner à æ une valeur plus grande que 
10000 030 pour que y soil plus grand que : million. 

On pourrait de même donner à æ des valeurs assez 
grandes pour que y soit plus grand qu’un milliard, qu'un 
HON, ic... 

Donnons à æ des valeurs très grandes et négatives; 
nous allons voir que y deviendra très grand en valeur 
absolue mais négatif. 
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Supposons, par exemple, qu'on veuille que y devienne 
plus grand que 1 milliard en valeur absolue, mais négatif. 

Ceci revient à dire que y devra être plus petit que 
— 1000000000. On devra donc avoir 


6 
— — 3 << — 1 000 000 000. 
10 


D'où on tire 

TX < — 9 999 999 970. 
Il suffit donc que x soit en valeur absolue plus grand que 
9 999 999 970 et négatif pour que y soit négatif et plus grand 
en valeur absolue qu'un milliard. 


216. — Nous avons pris. dans l’exemple précédent une 
fonction linéaire dans laquelle le coefficient de æ est 
positif. L’inverse aurait lieu si le coefficient de æ était 
négatif. 

51 nous considérons, par exemple, la fonction 

RE D'OR L 
EC ROE RE res 
il est facile de voir que, quand x est très grand et positif, 
y est très grand en valeur absolue et négatif. Par 


exemple : 
pour æ— 1 000 000, y —= — 499 999,6, 
pour æ— 1 000 000 000, y —= — 499 999 999,8, 


el ainsi de suite. 
Quand + est très grand en valeur absolue et négatif, 
y est très grand et positif. 
Pour æ—— 1 000 000, y — 500 000,2, 


pour æ—— 1 000 000 000, Y — 500 000 000,2, 


et ainsi de suite. 


27. — Remaroue. — Nous avons déjà dit (n° 407) 
qu'on désigne par le symbole + æ une quantité excessi- 
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vement grande et positive et par — une quantité excessi- 
vement grande en valeur absolue et négative. 

On peut alors résumer ce qui précède de la façon sui- 
vante : 

Étant donnée la fonction 


PAU — ac b, 
Si a>0 | lorsque &æ— + œ, on 4 y—+, 
lorsque x——o, on & y—--%; 
Sr lorsque X—+o, 0n& Y——; 
lorsque x——œ, on à y—+ ce. 
218. — Variation de la fonction ax + b. — Les deux 


théorèmes qui précèdent permettent maintenant de donner 
immédiatement la variation de la fonction linéaire 


y—=aR + b. 
Il nous suffira de remarquer encore que la fonction y 
prend la valeur zéro pour la valeur de æ pour laquelle 


on à 
0—4a + b, 
c'est-à-dire pour 


re 

219. — Premier cas « > 0. — Faisons croître æ depuis 
une valeur très grande en valeur absolue et négative 
jusqu’à une valeur très grande et positive. C’est ce que 
nous exprimerons en disant que & croît de — c à + œ (de 
moins l'infini à plus l'infini). 

D’après les théorèmes I et IT qui précèdent (n° 212 et 
215), la fraction y croît également de — © à + «. 


RE b 
Elle est donc d’abord négative, s’annule pour Œ——T; 


puis devient positive. 


220. — Deuxième cas ao. — Dans ce cas, d'après 
les théorèmes I et II (n° 212 et 215), lorsque æ croît de 
— à + œ, la fonction y décroit de + © à — . 
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: * 
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l 


Elle est donc d’abord positive, s’annule pour æ—=—-; 
puis devient négative. 


221. — Tableaux des variations. — Pour résumer les 
résultats trouvés, il est bon deles insérer dans un tableau. 
Pour cela, on forme un tableau à deux colonnes. Dans 
la première co- 





1 É a >0o a <o 
lonne, oninscrit TR 
de haut en bas, œ y 5e y 
par ordre de TT TRE 
grandeur  crots- Eu Fes a des ER 
S : croit croît croit décroit 
sante,les valeurs 2 ARE A ; DEAR 
de +. Dans la se- ue 0 Pre 0 

aq ) 
conde colonne, croit - décroît 
oninscritles va- AE PORLUVE re négative 


leurs corres- de FRS 11288 Le 
pondantes de la fonction y. Il suffit alors de lire le tableau 
de haut en bas pour savoir comment se comporte la fonc- 
tion. Nous avons inscrit ci-joints les deux tableaux de la 
variation de y dans les deux cas où « est positif ou né- 
gatif. 

Mais pour se rendre encore mieux compte de ia varia- 
tion d’une fonction, on emploie une méthode graphique 
qui, beaucoup mieux que les tableaux, fait voir le sens de 
la variation. 

C'est cette méthode que nous allons expliquer pour ter- 
miner ‘ce chapitre. 


$ 5%: — Représentation graphique 
de la variation de ax + 0. 


222. — Graphique de température. — Supposons | 


qu’on ait observé la température en un certain lieu, pen- 
dant une journée de janvier et qu’on ait noté Ia tempéra- 


# 
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ture toutes les heures de midi jusqu’à minuit. Admettons, 
par exemple, qu’on ait trouvé les températures suivantes : 


Midi + 5,1 RARES + 3° 
PRE ne + 5°,8 RESTE" + 1°,5 
DH: + 6°,2 9" , —0°,7 
DIU Cu. + 5°,9 LATE ar — 2°,1 
AE Nr SES + 5°,5 PM — 3°,6 
FAQ ENTRE + 50 ER PTE — 4°,3 
HER BUS + 4°,2 


On à ainsi un tableau des températures successives. On 
y voit que la température s’est d’abord élevée entre midi 
et 2 heures de + 59,1 à + 60,2 pour s’abaisser ensuite sans 
arrêt, jusqu'à minuit, à — 49,3. À ce tableau, on substitue 
un graphique qui parle mieux aux yeux et que l’on fait de 
la façon suivante : 

On prend (fig. 16) du papier quadrillé. Sur ce papier 
on renforce à l'encre une raie horizontale ox et une raie 
verticale oy. 

Sur la droite oæ, on marque les heures aux points de 
division formés par le quadrillage : o correspond à midi; 
puis 1”, 2°, 3", etc... Sur la droite oy on marque les tem- 
pératures : o correspond à la température o°. On marque 
ensuite les degrés positifs de bas en haut en remontant, 
aux points de division formés par le quadrillage sur 
0, + 19, + 20, + 30, etc. On marque, de même, les degrés 
négatifs de haut en bas à partir de o, en descendant, 
— 10,— 20, — 30, etc... 

Ceci fait, une température quelconque est représentée par 
le point qui se trouve à l'intersection de la verticale de l'heure 
avec l'horizontale de cette température. 

Par exemple, à 7 heures, la température est de + 39. On 
marquera donc le point M qui est à l'intersection de la 
verticale de 7 heures avec l'horizontale de 5° (fig. 16). 
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En suivant la même méthode, on a : 
à midi le point A sur oy à la division + 59,1, 


HS e 
Hu ns 
TE à Le _— 


B sur la verticale 1" à la division + 50,8, 
ae 2° Fos a. 60,2, 


es + es 


C 
D 


et ainsi de suite. 


Températures 


+ 59,9; 
































ENCUE 
CHENCIEARIE 
CELA AN ES ETATS 
- heures 


DARNLEREN 





A partir de 9 heures les points sont au-dessous de 0œ 
car les températures sont négatives. On a : 


A0: 
7710: _— 
TM _ 
à MIN, — 


le point L sur la verticale 


E 


R 


S 


9" à la division — 00,7, 


_— 10" — 20,1, 
== 5 D — 30,6, 
= 12 — — 40,3. 


CNNONTTPS 
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Les points A, B, C, D... P, R, S étant marqués, on les 
joint par un trait continu ABCD.... RS, et c’est ce trait 
qu’on appelle le graphique de la température. 


223. — Avantages. — Ce graphique remplace alors le 
tableau précédent. Si nous voulons savoir quelle était la 
température à 8 heures, il nous suffit de regarder à quelle 
division la courbe coupe la verticale 8 heures; et nous 
lisons que la température était de + 19,5, car le point K 
d'intersection est entre les divisions + 1° et + 20, au milieu. 

Ce graphique a l'avantage de mieux parler aux yeux. En 
effet, lorsque la température s'élève, les points représen- 
tatifs montent, la courbe monte; lorsque, au contraire, la tem- 
pérature s’abaisse, les points représentatifs descendent, la 
courbe descend. 11 suffit donc de jeter un coup d’æil sur le 
graphique pour voir que la courbe monte d'abord jusque 
vers 2 heures, puis descend jusqu’à minuit. 

Mais il y a plus, ce graphique permet plus facilement 
de savoir approximativement quelle température il était à 
une heure quelconque ou, inversement, à quelle heure la 
température avait une valeur donnée. 

Si, par exemple, nous voulons savoir quelle était la tem- 
pérature à 10" 1/2, nous traçons (en pointillé sur la 
figure 16) la verticale qui passe par la division 10,5 
de ox; elle rencontre la courbe en un point T. La division 
correspondante à ce point T sur oy nous indique la tempé- 
rature correspondante. Ainsi la division correspondante 
à T est environ —30. La température était environ de 
— 30 à 10° 1/2. 

_ Inversement, cherchons à quelle heure de la journée la 
température a été de +20, Pour cela, nous prenons le 
point d’intersection de l'horizontale + 2° avec la courbe 

Ce point est entre les divisions ; heures et 8 heures, envi- 
ron à 7° 3/4. C’est donc environ à 7° 3/4 que la température 
a été de + 20, 
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224. — Coordonnées. — Au fond, ce que nous venons 
de faire dans ce qui précède n’est autre chose que la 
représentation graphique d'une fonction; car la température 
à chaque heure du jour est une fonction de l'heure. 

Cette méthode se généralise et s'étend à une fonction 
quelconque. 

Traçons, dans un plan (fig. 17), deux axes rectangu- 
laires ox et oy, sur chacun desquels nous prenons un sens 





positif. Ce sens sera de o vers æ sur ox et de o vers y 
sur oy. 

Ceci posé, soit M un point quelconque du plan, abais- 
sons de M la perpendiculaire MP sur ox et la perpendicu- 
laire MO sur oy. | 

Choisissons une unité de longueur, qui d’ailleurs peut 
être arbitraire. 

Par définition, les mesures algébriques des deux segments 
OP et OQ, portés par les axes ox et oy, sont ce qu’on appelle 
les coordonnées du point M. 


en 2 
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Les axes ox et oy sont alors appelés axes de coordon- 
* nées. 


Le segment OP porté par ox est ce qu’on appelle l’ab- 
scisse du point M. On le désigne généralement par la 
lettre æ; de telle sorte que l'on a : 


T0 


Le segment OO porté par oy est ce qu’on appelle l’or- 
donnée du point M. On le désigne d'ordinaire par la 
lettre y; de telle sorte que l’on a : 


= 00! 


On inscrit quelquefois à côté du point M (fig. 17) ses 
coordonnées entre parenthèses, on a alors soin d'écrire 
toujours l’abscisse la première. 


225. — Signes des coordonnées. — Les deux axes &'x 
et y'y forment autour du point O, appelé origine des coor- 
données, quatre angles æoy, æ'oy, æ'oy et æoy' que nous 
numéroterons (4), (2), (3) et (4). 

Si nous prenons (fig. 17) un point M dans l'angle (1), 
ses deux coordonnées sont positives, car les segments OP 


et OQ ont les sens ox et oy. 
Considérons, en second lieu, un point M’ dans l’an- 


gle (2), son abscisse OP’ est dirigée dans le sens ox’ et 
est négative, son ordonnée OQ’ est dirigée dans le sens 07 
et est positive. 

Soit, en troisième lieu, M” un point de l’angle (3), son 
abscisse OP” est négative, son ordonnée 00” est également 
négative. 

Enfin, soit M” un point de l'angle (4), son abscisse OP’ 
est positive et son ordonnée OQ’” est négative. 
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Ces résultats se résument dans le tableau suivant : 


(4) ar 










Positions (2). 


du 
point. 


On remarquera que les points des angles (4) et (3) ont 
des coordonnées de même signe et que les points des 
angles (2) et (4) ont des coordonnées de signes contraires. 


226. — Comme les résultats des quatre cas précédents 
sont distincts, les réciproques sont vraies. On peut donc 
dire qu'inversement la connaissance des signes des coor- 
données d’un point permet de dire immédiatement dans 
lequel des quatre angles (1), (2), (3) ou (4) se trouve ce 
point. 


227. — Détermination d’un point par ses coor- 
données.-— Nous venons de voir que tout point d’un plan 
a deux coordonnées bien déterminées. Nous allons mon- 
trer que, réciproquement, étint donnés deux nombres quel- 
conques positifs ou négatifs, il existe un point du plan et 
un seul qui admet ces deux nombres pour coordonnées. 

Soient en effet ox et oy (fig. 17) deux axes rectangulaires 
et une unité de longueur. 

Soient, d'autre part, æ et y deux nombres quelconques. 

Il existe (n° 78) un point P et un seul sur ox, tel que 


OP. 
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Il existe de même un point Q et un seul sur oy, tel que 


00 —y. 

Par P menons une parallèle à oy; par Q menons une 
parallèle à ox. Ces deux droites se coupent en un point M 
et un seul qui est l’unique point du plan qui a pour 
abscisse æ et pour ordonnée y. 

On peut donc dire que : 


Tout point du plan est parfaitement déterminé par ses deux 
coordonnées. 


228. — On pourrait encore construire le point M de 
coordonnées æ et y de la façon suivante : 
Sur oæ nous prenons le point P tel que 


OP 
puis, en P,nous élevons une perpendiculaire à ox et sur 
cette perpendiculaire nous prenons une longueur PM 
égale à la valeur absolue de y et portée au-dessus de ox si 
y est positif, au-dessous de oæ si y est négatif. 
Par exemple, dans la figure 18, page 168, nous avons figuré 


4 | 


le point A decoordonnées 7=— 2 ,; y—=:1#3; 
» B » ONU 1 Là 
part G » D y 4) 
DéCU » DRE Vas 


On appelle points de coordonnées rondes les points dont les coor- 
données sont des nombres entiers. On conçoit alors que l’usage du 
papier quadrillé, comme dans l’exemple du n° 222, facilite le mar- 
quage immédiat des points de coordonnées rondes. 


229. — Points sur les axes. — Tout point situé sur 
l'axe oæ a une ordonnée nulle. 


Réciproquement tout point pour lequel 
y—0 
est situé sur 0x. 
Tout point situé sur l’axe oy a une abscisse nulle. 
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Réciproquement tout point pour lequel 


0 
est situé sur oy. 






EL 


én—— 


man TS = 


rs 


œ = — 


re 


6 
L 
[ 
i 


Fig. 18. 


230. — Représentation graphique de la fonction 
linéaire. — Prenons d’abord un exemple et considérons 
la fonction 

Y—2L— 1. 





Donnons à x diverses valeurs et calculons les valeurs 





correspondantes de y. Nous aurons: à 
HIPDOUPAL 2) y—=—5; A | 
—  Æ—=—I, Yy—=— à; B | 

—  L—O, Y—=—1; C 

RE VE D 

HD 2 Te E 

UNE 0, US, F 


Marquons les points À, B, C, D, E, F qui ont pour coor- 
ponnées les valeurs précédentes : À ayant pour coordon- 
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nées — 2 et — 5, B ayant pour coordonnées — 1 et —3 et 
ainsi de suite. 

Joignons (fig. 19) tous ces points par un trait continu, 
et nous aurons la courbe représentative de la fonction 


Y—IX—1. 


En fait, nous n'avons pris qu'un certain nombre de 
points; mais nous aurions pu en prendre un beaucoup 





Fig. 19, 


plus grand nombre et nous pourrions même imaginer 
qu'on recommence cette opération pour toutes les valeurs 
possibles et imaginables de x de — & à + ce. 

Les points, en nombre infini, ainsi obtenus forment une 
ligne qu’on appelle la courbe représentative de la fonc- 
tion. 

Nous allons prouver que cette ligne est une droite. 
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231. — Définition. — D'une façon générale : 


On appelle graphique ou courbe représentative d'une 
fonction la courbe obtenue en construisant tous les points 
obtenus en donnant à x toutes les valeurs possibles de — © à 
+ œ et prenant pour l'ordonnée y les valeurs correspon- 
dantes de la fonction. 


C'est ce que nous avons fait dans les exemples qui précèdent. 

Pour le graphique des températures, nous avons porté sur 0x, en 
abscisses, les heures et nous avons construit les points ayant pour ordon- 
nées les valeurs correspondantes de la température. La ligne qui 
passait par tous ces points était le graphique ou la courbe représen- 
tative de la température. 


232. — Théorème. — La courbe représentative d'une 
fonction linéaire est une droite. 

Pour démontrer cette proposition importante nous dis- 
tinguerons plusieurs cas, suivant les valeurs de a et b et 
leurs signes dans l'égalité 

y—=aL +- b 
qui définit la fonction. 


233. — Premier cas particulier. — Supposons d'abord 
a—0.-— On a alors 
Y—=R 
La valeur de y est constante, quel que soit «x. 
L’ordonnée y étant constante, tous les points de la ligne 
représentative sont à la méme distance b de ox, cette ligne 
est donc une parallèle BB’ à ox 
ÿ (fig. 2e) qui coupe oy en un 





g’ point B tel que OB—b. 
D'ailleurs, inversement, pour 
tout point M de cette droite 
l’ordonnée 
PM—O0B—b 
Fig. 20. est égale à b, 


On remarquera que la fonction y étant constante ne croît 





u À 0 0 . 
ad nn dd cc. 0 dde ont be de ton Dumont > add ptode don dté di speed LES cmt te et D DS SR Sd se dite à inn nt fé OS CSS DS Se de té th bte poire 2 


FONCTION LINÉAIRE. 173 


pas et ne décroit pas. La ligne représentative reste hori- 
zontale, elle ne monte pas ni ne descend pas. 


234. — Deuxième cas particulier. — Supposons, en 


second lieu, b—0o. — On a alors, 
= AT: (1) 


Faisons æ—1, il vient : y—a. Marquons (fig. 21 ou 22) 
le point À de coordonnées 1 et a. 

Nous allons montrer que la ligne représentative de la foie 
tion définie par l'égalité (1) est la droite OA. 

Soit en effet M un point quelconque de coordonnées 
æ et y tel que l'égalité (1) soit vérifiée. On aura, en vertu 
de cette égalité, 

a 
eu 

Abaissons de Aet M 
les perpendiculaires 
AB et MP sur 0x. 
On a : 

OB—=+r, ! BA —a: 
OP—x, PM—y. 

L'égalité (2) s'écrit 
donc 

PM _ _BA 


—. (3 
OP OB ® 





En premier lieu, l'égalité (2) prouve que si a>0o, æet y 
sont de même signe. Donc si À est dans l’angle (1) (fig. 21), 
M est soit dans l'angle (1), soit dans l'angle (3). 

S1, au contraire, a << 0, æ et y ont des signes contraires. 
Donc, si À est dans l’angle (4) (fig. 22), M est soit dans 
l’angle (2), soit dans l’angle (4). 

Dans tous les cas, M est situé dans les angles traversés par 
la droite OA. 
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Pour prouver que M est bien situé sur OA, il suffit 


PR ui 
donc de prouver que l’angle POM est égal à l'angle BOA 
(fig. 21 et 22). Or, ceci est évident, car, d’après l'égalité 
(3), les deux triangles OBA et OPM ont un angle égal 
(droit), compris entre des 
côtés proportionnels : 1ls 
sont semblables, et on a 
bien 


2e 
POM= BOX 


Le point M est donc 
toujours sur OA. 


La droite OA, étant le 
lieu des points M tels que 
leurs coordonnées satis- 
fassent l'égalité (1), est bien 
la courbe représentative de la fonction ainsi définie. 





235. — Cas général. — Considérons la fonction linéare 
générale 
y—=ax + b, 
où b est quelconque. 
Considérons alors la fonction y’ suivante : 


1 0L: 


Nous venons de voir que son graphique est une droite 
OA passant par l’origine des coordonnées O. Traçons cette 
droite (fig. 23). 

Soit M un point quelconque de coordonnées æ et y, y 
étant égal à ax + b. Figurons le point M’ de méme abscisse 
æ et d’ordonnée y’ égale à ax. D’après ce qui précède, 
M' est sur OA. Les points M et M’ ayant même abscisse 
sont sur une même parallèle PM à oy, et on a (n° 70) : 


MM—=PM—PM=y—Y, 
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d’où on tire, en remplaçant y et y’ par leurs valeurs : 
MM — ax +b—ax—b. 


Le segment M'M est donc constant et égal à b. 

Lorsque æ varie, M’ décrit la droite OA; il en résulte 
que M décrit la droite BC parallèle à OA déduite de OA 
. par une translation égale 
à b et parallèle à oy. En 
d’autres termes, le lieu 
décrit par le point M est 
la parallèle BC à OA me- 
née par le point B de oy 
tel que 


(2) O € 





OB=b. 


Cette droite BC est la 
ligne représentative de la 
fonction. y 


236.— Coefficient an- 
gulaire. — Il résulte de tout ce qui précède, que le gra- 
phique de la fonction linéaire 


y—=4aL + b 

est une droite. 

Les deux nombres a et b jouent deux rôles très diffé- 
rents. 

Le coefficient a fixe la érection de la droite; car, quand 
- a est connu, la parallèle OA (fig. 23) à la droite BC est 
connue. On peut encore dire que a fixe l'angle que fait la 
droite avec 0æ; c’est pour cette raison que l’on nomme @ 
le coefficient angulaire de la droite. 

Cette dénomination se justifie d’ailleurs encore mieux 
par le théorème suivant. 
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237. — Théorème. — Le coefficient angulaire d’une droite 
est égal à la tangente trigonométrique de l'angle que fait cette 
droite avec la partie positive de l'axe ox. 

Soit BC la droite qui représente la variation de la 
fonction 

y—= ax + b, 


et OA la parallèle à cette droite menée par O (fig. 24). 
Nous savons que OA représente la variation de la fonction 


(1) Yy—=aLX. 


En d’autres termes, tout point dont les coordonnées x 
et y vérifient la re- 
lation (1) est situé 
sur la droite OA. 
On dit encore que 


l'équation de la droite 
OA. 

Soitalors a l’angle 
que fait la droite 
BC ou sa parallèle 
OA avec la partie positive de l'axe ox. 

Si la droite OA est située (fig. 24) dans les angles (4) et 
(3) l'angle à sera aigu. 

Si la droite OA est située (fig. 25) dans les angles (2) et 
(4) l'angle « sera obtus. 

Nous distinguerons donc deux cas. 

1° L'angle a est aigu. — Soit alors M (fig. 24) un me 
de la droite OA de coordonnées æ et y, situé dans l’an- 
gle (4), et abaissons la perpendiculaire MP sur ox. Dans 
le triangle rectangle OPM on a : 


MP — OP : tang a 


d'où tang = 





la relation (1) . est 
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Or, le point M étant dans l’angle (1) ses deux coordon- 

nées sont positives et on à : 
ne OUR; v—MEP. 

Par suite, 
(2) tang a? 

D'autre part, le point M étant sur OA, la relation (1) est 
vérifiée et on a : 

y 


=. 
X 


re 
En remplaçant - par sa valeur dans (2), on a donc 


tang a — a. 

> L'angle « est obtus. — Soit alors M un point de OA: 
(fig. 25), situé dans lan € (2) (1) 
gle (2), de coordon- 
nées æ et y. Abaissons 
de ce point la perpen- 
diculaire MP sur 0%. 
L'angle MOP du trian- 
gle rectangle MOP est 
alors le supplément de 
l'angle « et on a, par 
suite, dans ce triangle : Fig. x 





MP =OP : tang (rx —a)——OP tang c, 
LE MP 
d'où tang & OP 
Or, le point M étant dans l'angle (2), son abscisse est 
négative et son ordonnée positive. On a donc 


() MP 
G) Sn OP 


Par suite 
— tang «. 
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Le point M étant sur OA, la relation (1) est vérifiée ct 
on a : 
RE 


= —. 
#4 


‘à 
On en conclut, en remplaçant 2 par sa valeur dans la 


relation (3), 
a—=tang à. 


On a donc bien, dans tous les cas, 
a tang «. 


Toutes les circonstances générales, annoncées au n° 223, 
se vérifient alors ici. 

Lorsque l'angle « est aigu (fig. 24) la droite BC monte. 
Le coefficient angulaire a est positif et d’ailleurs, comme 
nous l'avons vu (n° 219), Ia fonction croît. 

Lorsque l'angle « est obtus (fig. 25) la droite BC descend. 
Le coefficient angulaire «a est négatif et d’ailleurs (n° 220 
la fonction décroit. 

Enfin, lorsque l'angle « est nul la droite BC est paral- 
lèle à ox (fig. 20), elle ne monte pas et ne descend pas : 
dans ce cas, le coefficient angulaire a est nul. 

Ainsi, comme nous l’avions annoncé au n° 223, la ligne 
représentative de la fonction indique bien le sens de sa 
variation. Cette ligne monte ou descend suivant que la 
fonction croît ou décroît. 


238. — Profil d'une route. — Considérons une portion 
d’une route qui soit rectiligne. Imaginons qu’on mène par 
cette route un plan vertical. Ce plan coupera le terrain 
suivant une droite et si nous figurons cette droite sur une 
feuille de papier nous aurons ce qu'on appelle le profil 
de la route. | 

Soit OA (fig. 26) ce profil (nous indiquons le terrain 
coupé par des hachures). Menons par un point O de la 
droite OA une horizontale Ox et une verticale Oy. L’angle « 


À 
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que fait OA avec Ox est l'angle d'inclinaison de la route. 
On appelle alors pente de la route la hauteur dont on 
s'élève verticalement 
lorsqu'on avance ho- 
rizontalement de 
1 mètre. 

Prenons sur Ox une 
longueur OP égale à 
1 mètre et élevons en 
P la perpendiculaire 
PM. Lorsqu'un piéton 
va sur la route de O 
en M, il avance hori- 
zontalement de 1 mètre et s'élève de MP. La pente est 
donc égale à MP. 

On voit immédiatement que la pente est égale au coeffi- 
cient angulaire de la droite OA. Car on a : 





l'ig. 26. 


MP —OP:tang a—tang a —a, 
puisque OP — 1. 


Lorsqu'on dit que la pente d'une route est de 5°/,, ceci veut dire 
que, sur cette route, on s'élève de 5 mètre: tous les ro0 mètres ou de 
0,05 par mètre. Le coefficient angulaire de cette route est donc 
0,05 et l’angle « qu'elle fait avec l'horizontale est donné par 


— LA 
tang « — 0,09. 


239. — Ordonnée à l’origine. — Nous venons de voir 

que le rôle de a, dans 
Y=aL + b, 

est de caractériser l’inclinaison de la droite sur 0x. 

Tout autre est le rôle de b, qu'on appelle l’ordonnée 
à l’origine. 

b indique simplement le point où la droite BC ren- 
contre oy. 

Si on donne à b diverses valeurs et qu’on conserve Ja 
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même valeur de a, on obtient diverses droites parallèles. 
Deux droites parallèles ont même coefficient angulaire. 


240. — Détermination pratique de la droite. — 
Puisque l’on sait que la ligne représentative de la varia- 
tion d’une fonction linéaire est une droite, il suffit pour 
construire cette droite d’en construire deux points. 

A cet effet, on donnera à æ, dans l'égalité 


y—=aR + b, 


deux valeurs particulières, par exemple æ—0 et æ—=1,on 
calculera les valeurs de y correspondantes et on marquera 
les deux points obtenus. On peut aussi prendre pour l’un 
des deux points le point de rencontre de la ligne avec 
0æ, qui a pour abscisse 


b 
PRE obtenue en 


écrivant que y est égal 
à zéro. 
ExewpLe. — Construire la 


droite qui représente la 
variation de 


T 
Cry 


Pour æ—0, on a y——3; 
pour x—6, ona y—o. 





Construisons (fig. 27) le 

Fig. 27. point À sur oy de coordon- 

nées t—0, y——3 et le 

point B sur ox de coordonnées + — 6, y—o. La droite AB est la droite 
cherchée. 


241. — Signification géométrique de la discussion 
de l’équation du premier degré. — Nous avons vu, au 
chapitre précédent, que, si l’on considère l'équation du 
premier degré 
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(1) ax + b—=o, 
trois cas peuvent se présenter. 

Si ao, l'équation a une solution. 

Si a=0, bo, l'équation n’a pas de solution. 

Si a—b=o, l'équation a une infinité de solutions. 

Ces résultats donnent lieu à une interprétation géomé- 
trique intéressante. 

Considérons en effet la fonction 


(2) y—=ax + b. 
Résoudre l'équation (1), c'est trouver la valeur particulière 
de x pour laquelle cette fonction prend la valeur zéro. 


Si alors nous représentons graphiquement cette fonc- 
tion, nous obtenons une droite et le point de cette droite 


Ld * Li , s [47 
qui correspond à la valeur particulière de x, B=— 7 


pour laquelle y est nulle, est un point situé sur ox: c’est 
le point de rencontre de la droite avec ox. 

Résoudre l'équation (1) c'est donc trouver l’abscisse du point 
de rencontre de la droite (2) avec l'axe 0x. 

Lorsque ao, la droite (2) n'cst pas parallèle à ox, elle 
coupe alors ox en un point et un seul. Il y a donc une 
seule solution. 

Lorsque a—o, bo, la droite (2) (n° 233) est parallèle 
à oæ, elle ne rencontre pas 0 : il n’y a pas de solution. 

Enfin, lorsque a —0o, b—o, la droite (2) a pour équation 

VS, 


elle coïncide avec ox. Tous les points de ox sont donc des 
points communs à cette droite et à ox. Il y a une infinité 
de points communs, donc une infinité de solutions. 


242. — Application, diagramme d’un mouvement 
uniforme. — Nous avons vu que l'équation générale du 
mouvement uniforme est : 


(1) L—= Lo + v(t— fo). 
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Cette équation prouve que x est une fonchion hnéaire 
du temps t. 
Ici la variable indépendante est t et la fonction est æ. 


Posons, pour abréger, 
a= Lo — Vo 
la formule (1) s'écrit : 
æ—=vl+ a. 


Représentons graphiquement ce mouvement. 
Traçons deux axes rectangulaires (fig. 28) Of et Ox. 
Ici £ sera l’abscisse et x sera l’ordonnée. La ligne repré- 
sentative sera, d’a- 
près ce qui précède, 
une droite AB, de 
coefficient angulaire 
égalàvetd’ordonnée 
à l’origine égale à a. 
Cette ligne est ce 
qu’on appelle le dia- 
gramme du mouve- 
ment. 
Ce diagramme pré- 





sente plusieursavan- 
Fig. 28. 
tages : 
1° Il permet de construire aisément la valeur de æ à 
chaque instant. 


En effet, pour savoir la valeur de æ à un instant f, je 
porte sur l’axe Of un segment OP=+t. Je mène par P la 
parallèle à Ox qui coupe AB en M. 

Le segment PM est la valeur de + cherchée. 

2° Ce diagramme rend compte de la rapidité du mouve- 


ment. 
Si le mouvement est lent, la vitesse v est petite, le coeffi- 


TNT 
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cient angulaire de la droite est petit et la droite est peu 
inclinée sur Of. 

Au contraire, si le mouvement est très rapide, la 
vitesse v est très grande, le coefficient angulaire est grand 
et l'angle que fait la droite avec Of est grand. 

Ainsi la plus ou moins grande pente du diagramme 
indique la plus ou moins grande rapidité. 


. La vitesse est égale à la pente du diagramme. 


243. — Graphiques des chemins de fer. — Ces dia-- 
grammes de mouvement sont très employés dans les che- 
mins de fer pour figurer les mouvements des trains. 

Considérons, par exemple, la ligne de Paris à Bor- 
deaux. 

Prenons comme origine Paris et soit v la vitesse d'un 
train, æ sa distance à Paris, à l'instant £, on aura : 


X—V(t— lo), 
& étant l'instant du départ de Paris. 


Si nous portons les éemps en abscisses et les distances 
en ordonnées, le diagramme du mouvement du train sera 
une droite de pente v, tant que sa vitesse restera égale 
à 0. 

Si, à un certain endroit, le train s'arrête, la distance x 
reste constante pendant un laps de temps et le diagramme 
(n° 233) est alors une droite parallèle à Of. 

Si, ensuite, le train repart au temps {, du point à la dis- 
tance æ, avec la vitesse v', l'équation de son nouveau 
mouvement sera : 

L— Xi + V'(—t) 


et le diagramme sera une nouvelle droite de pente v'. 

On voit que le diagramme complet d’un train sera com- 
posé de lignes droites successives, les arrêts étant repré- 
sentés par des lignes horizontales. 
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ExemPze. — L'indicateur des chemins de fer d'été 1903 nous 
donne les renseignements suivants : 


RAPIDE | RAPINE |EXPRESS 





œ STATIONS. : 
n°21 n° 101 n°133 
matin. soir. 
0 PATES Re AUD] 0 52 Midi 23 | 10"46 
5 re Arr..| 1128 1"50 Min. 26 
129 Les Aubrais. . tes Dép. 1132 154 Min. 36 
nn b 
ga [muet ns 
p M4: h h 
235 St-Pierre-des-Corpsÿ De ME ; AE 8 
LD 2 h 
303 Châtellerault. .… | Dép. Labo is HER Ne 
hs Arr..| 2"4 419 3"49 
D30 Poitiers ee ane . Dép. 29 423 357 
k Arr... 513 5?45 
449 | Angoulème. .... , Dép. 3"27 Be ER 
ap h 
547.24} Libourne... Dé. AT SE Ë LL RE 
588 Bordeaux Saint-Jean Arr. 5'8 712 8"50 


Figurons, par exemple, la marche de quelques trains sur l ligne 
Paris-Bordeaux (fig. 29, page 184). Comptons les heures de la journée de 
o à 24, de minuit à minuit. Midi sera l'instant 12; 1 h. de l’après- 
midi sera l'instant 13, etc... 

Nous porterons les temps en absrisses sur un axe horizontal Of, en 
ayant pris une longueur arbitraire Of pour représenter l'heure. 

Portons les distances en ordonnées sur l'axe vertical Ox, ces dis- 
tances étant prises de Paris comme origine. Prenons sur Ox une lon- 
gueur arbitraire pour représenter 100 kilomètres, et marquons les 
points 100, 200, 300, 400, etc... Intercalons, aux distances conve- 
nables, les stations. 

Les Aubrais sont à 123 kilomètres de Paris. Nous marquerons donc 
cette station sur Ox à la division 123 avec l’unité choisie et ainsi de 
suite. 

Si nous considérons alors la marche du rapide n° 7, nous voyons 
qu'il va d’abord d’un trait de Paris aux Aubrais. Il part de Paris à 
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9*52 et arrive aux Aubrais à 11"28. Le diagramme de sa marche 
est alors (fig. 29) une ligne droite ab qui part du point a d’abscisse 
9° 52 sur Of pour arriver au point b d’abscisse 11P 28 sur l'horizontale 
d ordonnée x — 123". 
Arrivé aux Aubrais le train s'arrête 4 minutes; pendant tout ce 
temps on a 
+ 12 


æ est constant et le diagramme est une petite droite be parallèle à Of. 
A 1132 le train repart et va jusqu'à Saint-Pierre-des-Corps où 1l 
arrive à 12°48. Le diagramme de la marche est une nouvelle portion 
de ligne droite cd, qui va du point 

DT id  IT 10 
au point 
le 10 0 Me Dur NES A0 0 


À Saint-Pierre-des-Corps, nouvel arrêt de 4 minutes qui se traduit 
par une petite droite de parallèle à Of; et ainsi de suite. 

Le diagramme complet du train est la ligne brisée abcdefgh. 

Nous avons figuré encore sur la figure les diagrammes des deux 
trains 101 et 33. Pour le train 33 1l faut remarquer que son dia- 
gramine est en deux morceaux parce qu’il passe par minuit. Arrivé à 
24 (minuit), 1l faut revenir à zéro, en 0. 

Sur la même feuille de papier, nous pourrions également figurer 
les diagranimes des trains revenant de Bordeaux à Paris. 

Dans ce cas, le sens positif sur la ligne étant Paris-Bordeaux, la 
vitesse v du train est négative. Les diagrammes sont alors des lignes 
droites descendantes. 

Nous avons figuré en pointillé le diagramme du train n° 34, dont 
voici l'horaire : 

Bordeaux, 10"34 (matin) ; Angoulème, arr. midi 9, dép. midi 14 ; 
Poitiers, arr. 1°33, dép. 1"38; Saint-Pierre-des-Corps, arr. 2" 49, 
dép. 2"53; Les Aubrais, arr. 4° 10, dép. 414; Paris, arr. 5142. 
C’est une ligne brisée descendante. 

Ainsi, sur le graphique, les diagrammes des trains allant de Paris 
à Bordeaux, ayant des vitesses positives, sont des lignes brisées mon- 
lantes, c’est ce qu'on appelle les trains montants. 

Les diagrammes des trains revenant de Bordeaux à Paris, avant des 
vitesses négatives, sont des lignes brisées descendantes, c’est ce qu’on 
appelle les trains descendants. 

— L'intérêt de tels graphiques est très grand et leur emploi sim- 
plifie considérablement les services d’une ligne. 

1° Sur une même feuille de papier on a, en abrégé, la marche de 
tous les trains sur une double voie. 

2° On peut immédiatement savoir à quelle heure un train donné 
devra passer en un point quelconque de la voie non marqué sur l'in- 
dicaleur. 
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3° La pente générale du diagramme montre la rapidité du train. 

Ainsi, dans la figure 9, on “voit de suite que les trains n° ro1 et 
n° 7 sont plus rapides que le train n° 33, car les diagrammes montent 
plus vite. 

4° On voit de suite les points de croisement des trains. En effet, 
si deux trains se trouvent à la même heure en un même point de la 
voie, Letæ ont les mêmes valeurs et les deux diagrammes se croisent 
au point de coordonnées é, x. 

Ainsi dans la figure 29, les diagrammes des deux trains 34 et 7 se 


. croisent un peu au-dessus de l’horizontale de Châtellerault, un peu avant 


1°30 du soir. Les deux trains se croisent donc un peu avant 1" 30, 
un peu plus loin que Châtellerault. En déterminant avec plus de pré- 
cision le point de rencentre, on pourrait ainsi savoir l’heure et le lieu 
exacts du croisement. 

Sur une ligne à double voie deux trains allant en sens inverse peu- 
vent se croiser n'importe où sans se rencontrer, puisqu'ils sont sur 
deux voies différentes. 

Donc : dans le diagramme une ligne montante el une ligne des- 
cendante peuvent se croiser n'importe où. 

Mais deux trains allant dans le même sens ne peuvent se rencon- 
trer que dans une gare, car, si la rencontre a lieu en rase cam- 
pagne, il y a collision ; au contraire, dans une gare, le chef de gare 
peut faire ranger lun des deux trains sur une voie secondaire pour 
laisser passer l’autre. 

Pour qu'il n'y ail pas collision, il faut donc que deux lignes 
montantes ou deux lignes descendantes ne se croisent que dans une 
gare. 

5° Le graphique permet alors d'organiser en quelques minutes, 


- sans calculs, l'horaire d’un nouveau ni circulant sur la ligne. 


I suffit, pour cela, de tracer un diagramme qui ne rencontre les 
diagrammes déjà existants, et de même sens, que dans les gares. On 
sera sûr que le train dont la marche est réglée par ce diagramme 
pourra circuler sans accident sur la voie. 


EXERCICES 


PROBLÈMES A UNE INCONNUE 


481. Quatre joueurs se sont associés : le premier a gagné 35 francs, le 


deuxième le = du gain total, le troisième les & de ce gain et le quatrième 


5 U : : ; 
les FA Combien chaque joueur a-t-l gagné ? 


482. En divisant deux nombres l’un par l'autre, on trouve pour quo- 
tient 4 et pour reste 60. Trouver ces nombres sachant que leur différence 
est 495. 
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483. Un tireur à la cible a 25 coups à tirer; il paie of,40 chaque fois 
qu'il n’atteint pas le but et reçoit 1 franc chaque fois qu'il met dans le 
noir. Il arrive qu'à la fin le tireur doit 10 francs. Combien de fois a-t-il 
atteint la cible? 


: I : 

184. Une personne a dépensé pour un premier achat 5 de ce qu'elle 

à A ; Ë 

avait plus 6 francs; pour un deuxième achat, les ë du reste moins 4 francs ; 
3 14 

pour un troisième achat, les : du reste moins 5 francs; pour un quatrième 


achat les À Qu reste plus 10 francs. Il lui reste alors : de ce qu'elle avait. 


Combien avait-elle ? 


485. Un père étant interrogé sur l’âge de son fils, répond : si, du double 
de l’âge qu'il a maintenant vous retranchez le triple de celui qu'il avait 1l 
y à 6 ans, vous aurez son âge actuel. 


486. Une personne augmente chaque année sa fortune du tiers de sa 
valeur, et à la fin de chaque année elle prélève 1 000 francs pour sa dé- 
pense. À la fin de la 3° année, elle a doublé sa fortune. Quelle était sa 
fortune primitive? 

487. Après avoir payé les frais de succession à 9 ©/,, on touche pour le 
montant d'un héritage 60 515 francs. Quelle était la valeur primitive de 
cet hérilage ? 

188. Une personne a acheté 28 mètres d'étoffe. Elle a payé comptant et 
a eu 6 0}, d’escompte. Elle a alors payé en tout 312,25. Quel était le 
prix du mètre? 


3 ; 
489. Une personne a dépensé les E de ce qu'elle avait moins 4 francs, 


puis le quart du reste plus 3 francs et enfin les . du nouveau reste plus 


1fr,20. Il lui reste 24 francs. Quelle somme avait-elle? 


190. On a acheté du vin à of,95 le litre et de la biére à of",30 le litre. 
Sachant que le nombre des litres de bière dépasse de 40 celui des litres 
de vin et qu'on a payé 20f",50 de plus pour le vin que pour la bière, trou- 
ver lenombre de litres de chaque boisson. | 

4914. En multipliant un nombre par 4 et divisant le produit par 3, on 
obtient 24. Quel est ce nombre? 


192. On a tiré d'un réservoir un certain nombre de litres d'eau et, pen- 
dant les trois jours suivants, on a tiré le quart de ce qu’on avait tiré la 
veille. Il reste alors dans le réservoir une quantité d’eau moitié moindre 
que celle qu’on a déjà tirée plus 170 litres. Combien de litres a-t-on tirés 
chaque jour, et quelle est la capacité du réservoir? 

193. Un jardin carré ayant été entouré d'un mur de 0",40 d'épaisseur, 
sa surface a été diminuée de 84 mètres carrés; quel était le côté et quelle 
était la surface du jardin? 


EXERCICES. 189 
494. Un père partage son bien de la manière suivante : il donne à l'aîné 


I I 
de ses fils 1000 franes plus — du reste; au second 2000 francs plus ; du 
7 


pE I PRE : 
reste ; au troisième 3 000 francs plus - du reste et ainsi de suite. Trouver 
7 


le bien du père, le nombre des enfants et la part de chacun, sachant que 
les parts ont été égales. 

495. Des héritiers se partagent une succession de la manière suivante : 
le premier prend @ francs et la nième partie du reste; le deuxième prend 
2a francs et la nième partie du reste; le troisième 3a francs et la nième 
partie du reste et ainsi de suite. Il arrive que l'héritage se trouve ainsi 
entièrement partagé et que les héritiers ont des parts égales. On demande 
le nombre des héritiers et la part de chacun. 

196. Quel est le chemin parcouru par une voiture à 4 roues sachant 
que les roues de devant, qui ont 0o",80 de diamètre, ont fait 55 tours de 
plus que les roues de derrière qui ont 1 mètre de diamètre? 

497. Deux mobiles A et A’ parcourent dans le même sens et d’un mou- 
vement uniforme deux cerclés concentriques; les durées d’une révolution 
complète sont respectivement 5 minutes et 1 heure. En supposant que les 
3 points O,A,4’ soient d'abord en ligne droite, au bout de combien de temps 
les rayons OA et OA’ coïncideront-ils de nouveau? 

498. Un marchand de vin a 50 litres de vin à of",40 ; 25 litres à of",63; 
80 litres à of',70 et 15 litres à of,75. Combien devra-t-il ajouter de litres 
d’eau au mélange de ces différentes qualités de vin pour gagner 12 cen- 
times par litre du mélange final? 

499. Partager 156 francs entre trois personnes de manière que la se- 
conde ait 7 francs de plus que la première, et que la troisième ait 4 francs 
de plus que la seconde. 

2 


200. Quel est le nombre dont les 3 diminués de 8 égalent le quart 


augmenté de 7? 
Fee : 5 : see é 
201. La différence entre le prix des & ©! celui des F d'une pièce de 
toile est 12!",60. Quelle est la longueur de la pièce, si le mètre vaut rf,80? 


202. Partager le nombre 655 en deux parties dont l’une, augmentée de 
3 
5 égale les Fe de l’autre. 


203. Deux mines de houille A et B sont distantes de 218 kilomètres et 
elles sont reliées par un chemin de fer sur lequel le transport du char- 
bon coûte 8 francs par tonne et par 100 kilomètres. On demande en quel 
point du parcours on devrait installer une usine si l’on voulait que le char- 
bon y coutât le même prix qu'il vienne de A où il est vendu 28 francs la tonne 
ou de B où il est vendu 24 francs ? 
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PROBLÈMES A PLUSIEURS INCONNUES 


204. Trouver deux nombres dont la somme soit 98, et qui soient entre 
eux comme 10 est à 11? 
205. Deux personnes doivent ensemble 180 francs; la première pourrait 


; ESS , 2 
payer cette somme si elle ajoutait à ce qu'elle a les E de ce que possède 


. ° L : I 
l'autre; et celle-ci pourrait payer cette somme si elle avait le ; de ce 


qu'a la première. Quel est l'avoir de chacune de ces personnes? 

206. Un entrepreneur fait travailler un certain nombre d'ouvriers; s'il 
donne à chacun 3 francs par jour, il gagne 15 francs par jour; s'il don- 
nait 31,60 par jour, il perdrait 6 francs. On demande combien d'ouvriers il 
emploie et quel prix il retire de leur travail par jour. 

207. Deux ouvriers travaillent ensemble, et l'un d'eux gagne ï de plus 
que le second. Le premier a travaillé 5 jours de plus que le premier, et il 
a reçu 100 francs, tandis que l’autre n'a reçu que 60 francs. Combien 
chacun gagne-t-il par jour? 

208. Trouver deux nombres ayant 5 pour somme et pour quotient. 


209. Trouver une fraction qui devient égale à = quand on retranche 1 de 


I D 


, 9 
chacun de ses termes, et à 7 quand on ajoute 1 à ses deux termes. 


210. Deux nombres sont dans le rapport de 5 à 3, mais, si on retranche 
10 du premier et si on ajoute 10 au second, le rapport est inverse. Quels 
sont ces nombres ? 

244. Trouver deux nombres tels que leur somme augmentée de 22 soit 
égale à deux fois le plus grand, et que la différence des deux nombres 
diminuée de 1 soit égale au plus petit. 

212. Un homme, rencontrant des pauvres, veut donner 25 centimes à 
chacun, mais en comptant sa monnaie il s'aperçoit qu'il lui manque pour 
cela of",10;, alors 1l ne donne que 20 centimes à chaque pauvre et il lui 
reste 0,25, On demande combien cette personne avait de monnaie, et à 
combien de pauvres elle a fait l’aumône? 

213. Un père a 42 ans et ses deux fils respectivement 10 et 6 ans. Dans 
combien de temps l’âge du père sera-t-il le quadruple de la somme des 
âges de ses deux fils”? 

214. J'ai deux fois l’âge que vous aviez quand j'avais l’âge que vous 
avez, et, quand vous aurez l’âge que j'ai, nous aurons à nous deux 126 ans. 
Quel âge ai-je? 

245. Les âges de deux personnes sont actuellement comme 5 est à 11, 
et il ya 4 ans ils étaient dans le rapport de 2 à 5. Quels sont les âges de 
ces deux personnes ? 

216. Deux personnes À et B ont chacune un certain nombre d'objets; si 
B en donnait 5 à À, À en aurait 5 fois plus qu'il n’en resterait à B, et 
elles en auraient autant l'une que l’autre si À en donnait 7 à B. Combien 
chaque personne avait-elle d'objets? 





EXERCICES. 19! 


247. Deux vases de même poids contiennent des quantités d’eau diffé- 


. - . e 
rentes. Le poids total du premier est les : du poids total du second; si on 


verse le contenu du second dans le premier, celui-ci pèse alors 8 fois plus 
que le second vide. Sachant que le poids de l’eau contenue dans le second 
surpasse de 50 grammes le poids de l’eau contenue dans le premier, on 
demande le poids de chaque vase et le poids du liquide qu'il contenait 
primitivement. 

248. Un ouvrier ayant travaillé 7 jours avec son fils, puis 5 jours tout 
seul, a reçu 74 francs; une autre fois, 1l a reçu 50 francs pour 8 jours de 
travail dont 5 avec son fils. On demande le gain journalier de cet ouvrier 
et de son fils. 

249. Un enfant dépense son argent en achetant des oranges; s’il en 
avait acheté 5 de plus pour le mème prix, chaque orange lui aurait coûté 
ofr,05 de moins et, sil en avait acheté 3 de moins pour la même somme, 
le prix d'une orange aurait été de 0,05 de plus. Combien l'enfant a-t-il 
dépensé ? 

220. Trouver la vitesse et la longueur d’un train qui a mis 7 secondes 
pour passer devant un observateur, et 25 secondes pour traverser une gare 
de 378 mètres de longueur. ë 

224. Un propriétaire vend un pré, une vigne et un champ. La vigne 
contient 23 ares de moins que le pré; mais l’are de vigne est vendu 
9 francs de plus que l’are de pré, et, de la sorte, la vigne est vendue 
634 francs de moins que le pré. Le champ contient 138 décamètres carrés 
de plus que la vigne et l’are de ce champ coûte 29 francs de moins que 
J'are de vigne; le champ est ainsi vendu 2 159 franes de plus que la vigne. 
Trouver la contenance du pré, de la vigne et du champ et le prix de l’are 
de chacun. (Écoles d'Agriculture.) 

222. Trois frères ont acheté une propriété pour 50 000 francs ; il manque 
au premier, pour payer à lui seul cette acquisition, la moitié de l'argent 
qu'a le second; celui-ci paierait l'acquisition à lui seul, si on ajoutait à ce 
qu'il possède le tiers de ce qu'a le premier, enfin le troisième aurait 
besoin pour faire le paiement en entier de joindre à ce qu’il a le quart de 
ee que possède le premier. Combien chacun a-t-1l d'argent? 

223. Un homme qui s’est chargé de transporter des vases de porcelaine, 
de trois grandeurs différentes, a traité le marché en stipulant qu'il paicrait 
autant par chaque vase qu'il casserait, qu'il recevrait pour ceux qu'il ren- 
drait en bon état. On lui donne d’abord 2 petits vases, 4 moyens et 
9 grands : il casse les moyens, rend les autres en bon état et reçoit une 
somme de 28 francs. On lui donne ensuite 7 petits vases, 3 moyens et 
5 grands : il casse les 5 grands et, rendant les autres intacts, 1l reçoit 
3 francs. Enfin pour le transport de 9 petits vases, 10 moyens et 11 grands, 
il ne reçoit que 4 francs, car il a brisé les 11 grands. On demande ce 
qu'on a payé pour le transport d'un vase de chaque grandeur. 

224. Après une partie, trois joueurs comptent leur argent : un seul 
ayant perdu, les deux autres ont gagné chacun une somme égale à celle 
qu'ils ont mise au jeu. Après une seconde partie, l’un des gagnants de la 
partic précédente perd, et les deux autres gagnent chacun une somme 
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égale à celle qu'ils avaient en commençant la seconde partie. La troisième 
partie est perdue par le joueur qui avait gagné jusque-là dans les parties 
précédentes, et les autres gagnent une somme égale à celle qu'ils avaient 
en commençant cette partie. Chacun des trois joueurs se retire alors avec 
120 francs; combien chacun avait-il au début du jeu ? 

225. Deux robinets À et B alimentent un même réservoir; on ouvre 
A pour remplir le réservoir au quart, puis on ouvre ensuite B et le réser- 
voir achève de se remplir en 1"£ par les deux robinets. Si on avait laissé 
couler B pendant une demi-heure et ensuite ouvert le robinet A, le réser- 
voir aurait achevé de se remplir en 1"4 par les deux robinets. Quel temps 
faudrait-il à chaque robinet coulant seul pour remplir le bassin 

226. Trouver les âges de deux personnes, sachant que, si la première 


à : : 1 (e) : 
avait 4 ans de moins, son âge serait les 5 de celui de la seconde et que, si 


h 2 
la première avait 4 ans de plus, son âge serait les 3 de celui de la seconde. 


227. Une personne possède deux sommes À et B en numéraire français. 
Si À est en pièces d'or et B en pièces d'argent, le total du poids des deux 
sommes est 975 grammes; mais si À était en pièces d'argent et B en 
pièces d'or, le total de leur poids serait 3 150 grammes. Cdels sont en 
francs ces deux sommes ? 

228. Deux robinets À et B sont disposés au-dessus d’un bassin et, ou- 
verts, laissent couler de l’eau. Si on laisse À ouvert pendant 130" et B 
pendant 54 minutes, on recueille dans le bassin 4271,5 d'eau; mais, si on 
avait ouvert À pendant 54 minutes et B pendant 1"30®, on aurait obtenu 
386,1 d'eau. On demande combien chaque robinet fournit à lui seul d’eau 
en une heure. 

229. Trouver un nombre de trois chiffres qui augmente de 270 lorsqu'on 
intervertit l’ordre de ses deux premiers chiffres, qui diminue de 396 lors- 
qu'on intervertit l'ordre de ses chiffres extrêmes et qui diminue de 63 quand 
on interverlit l'ordre de ses deux derniers chiffres. 

230. Déterminer un nombre de trois chiffres sachant : 1° que le chiffre 
des dizaines est égal à celui des unités; 2° qu’en ajoutant 42 au double du 
nombre on obtient le nombre renversé; 3° que, si on mêt le chiffre des 
dizaines à la place de celui des centaines et réciproquement, on obtient un 
nombre qui, augmenté de 27, égale le nombre renversé. 

231. Le chiffre des centaines d’un nombre de trois chiffres vaut les 


5 du chiffre des unités, et le chiffre des dizaines vaut la moitié de la somme 


des deux autres. Trouver ce nombre, sachant qu'en lui ajoutant 198 on 
obtient le nombre renversé. 

232. Deux nombres sont tels qu’en cherchant leur plus grand diviseur 
commun par la méthode des divisions successives la première division 
donne 3 pour quotient et 6 pour reste, et que le quotient obtenu dans la 
deuxième et dernière division est égal à la vingtième partie du plus grand 
nombre. Quels sont ces nombres? 
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233. Un orfèvre possède des petits lingots formés d'or et de cuivre; les 
uns pèsent 10 grammes et sont au titre 0,840, les autres pèsent chacun 
8 grammes et leur titre est 0,750. On forme deux groupes, l'un composé 
de lingots pesant 10 grammes, l’autre formé de lingots de 8 grammes. Ces 
deux groupes contiennent autant d’or l’un que l’autre. Combien y a-t-il de 
lingots dans chacun de ces groupes sachant qu'il y en a 48 en tout? 

234. Un marchand remplit une pièce de vin de 228 litres avec 3 sortes 
de vins qui lui coûtent 0of,50, of",75 et ofr,8o le litre et une certaine 
quantité d'eau. Il vend ce vin of,70 le litre et gagne of",10 par litre. Il a 
mis 5 fois moins de litres d’eau que de litres de vin et deux fois plus de 
vin à of',50 que de vin à of",80, On demande combien il a mis d'eau et 
de chaque espèce de vin pour faire le mélange. 

235. On a du grain de deux qualités : quand on les mélange dans le 
rapport de 3 à 2, l'hectolitre vaut 331,80 et mélangés, dans le rapport de 
1 à 3, l'hectolitre vaut 32,95. Trouver le prix de chaque espèce. 

236. Un propriétaire achète à crédit, à raison de 54 000 francs l’hectare, 
deux terrains dont le second a la moitié de la contenance du premier moins 
3 ares. Au bout de 15 mois, il paie, prix d'achat et intérêts à 4 °/, compris, 
la somme de 139 482 francs. On demande les surfaces de ces deux terrains. 

237. On a deux liquides dont les densités sont 1,3 et 0,7. Combien 
faut-il prendre de litres de chacun d'eux pour en former un mélange dont 
le volume soit 3 litres et la densité 0,9 ? 

238. Trouver le poids et le titre d’un lingot sachant qu’en le fondant 
avec 3 kilogrammes d'argent fin on obtient un alliage au titre de 0,9; 
tandis qu'en le fondant avec un autre lingot de 2 kilogrammes au titre de 
0,9 on aurait obtenu un alliage au titre de 0,84. 

239. On a un alliage homogène d’or et de cuivre pesant 2k,7 au titre 
de 0,850. On demande de déterminer le poids du fragment de cet 
alliage qu'il faudrait débarrasser complètement du cuivre qu'il renferme 
pour qu'en fondant l'or provenant de cette opération avec ce qui reste de 
l'alliage on ait un nouveau lingot au titre de 0,900. 

240. On a un rectangle dont les dimensions sont 30 mêtres et 20 mètres. 
Trouver les dimensions d'un second rectangle semblable au premier et dont 
le périmètre soit 360 mètres. 

244. Démontrer que si l'expression 


ax?Lbr+e 
est telle qu'elle prenne pour æ—1 la valeur o, pour + —2 la valeur 15, 
pour æ —3 la valeur 4, elle prendra la valeur {uw — 1)? pour x = u. 


DISCUSSIONS 


242. Étant donnés 4 nombres a, b, c, d, quel nombre æ faut-il leur 
ajouter pour que les résultats obtenus soient en proportion? Discussion. 

243. Trouver un nombre x tel que si, on le retranche des nombres- 
donnés a et b et qu'on divise les restes obtenus respectivement par b et 
par a, la somme des quotients soit 1. — Montrer que la valeur de l'in- 
connue est positive quels que soient a et b. 
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244. Trouver trois nombres æ, y, 2 tels que le rapport des deux der- 


/ 


niers soit égal à ms et que, si au premier on ajoute chacun des deux autres, 


les deux sommes obtenues soient respectivement «a et b. Trouver les con- 
ditions pour que les inconnues soient positives. 

245. On a deux tonneaux renfermant du vin. On verse du premier dans 
le second autant de litres qu'il y en a déjà dans celui-ci; on verse ensuite 
du second tonneau dans le premier autant de litres qu'il en reste dans le 
premier; puis, du premier dans le second, autant de litres qu'il y en avait 
déjà dans celui-ci. Il reste alors a litres dans chaque tonneau. Combien y 
avait-il de litres au début dans chaque tonneau ? 

246. Les poids spécifiques de deux métaux sont p et p’. Combien de 
grammes faut-il prendre de chaque métal pour former un alliage de a 
grammes, dont le poids spécifique soit p”? On admet que l’alliage se fait 
sans contraction ni dilatation. 

Interpréter la valeur obtenue pour le cas où p'=p et p'>p". 

247. Trouver la densité d’un alliage formé de n lingots dont les poids 
sont D4, Pa Pare. Pn, et les densités d,, de, ds... dy en supposant qu'il 
n'y ait ni contraction, ni dilatation. 

248. Un négociant a du café de trois qualités différentes Ini coûtant 
respectivement «a francs, b francs et c francs le kilogramme. Il voudrait en 
faire un mélange de n kilogrammes en employant autant de la troisième 
qualité que des deux premières ensemble, et qui ne revint qu'à d francs 
le kilogramme. Combien doit-1l en prendre de chaque espèce? Que faut-il 
pour que le problème soit possible ? 

249. Trouver le côté d’un triangle équilatéral sachant que, s’il augmente 
de a, sa surface augmente de b?. 

250. On donne trois points O, À, B en ligne droite. Trouver sur cette 
droite un point M tel que sa distance au point A soit moyenne propor- 
tionnelle entre ses distances aux points O et B. 

251. Deux mobiles se déplacent d’un mouvement uniforme sur une 
droite indéfimie et passent en même temps l’un en A, l’autre en B; le premier 
a une vitesse v et le second une vitesse 2v. À quelle époque se rencon- 
treront-ils? Discuter. 

252. Etant données deux droites parallèles dont la distance AB— a, et 
un point I dans leur plan, mener une perpendiculaire commune CD aux 
deux droites, telles qu'en menant IC et ID rencontrant AB en P et Q le 
trianglé IPQ ait une surface donnée m°. 

253. Étant donnés un cercle O et un rayon OA, trouver sur ce rayon un 
point M tel qu'en menant la tangente MB au cercle, et abaissant de B la 
perpendiculaire BG sur OA, on ait AC — L. 

254. On donne deux droites parallèles AX et BY, une perpendiculaire 
commune AB et un point P entre À et B tel que AP— a et PB—b. 

On mène par P une droite CPD rencontrant AX en C et BY en Det 
faisant avec chacune des parallèlès un angle de 45 degrés. On demande de 
mener par P une droite MPQ coupant AX en M et BY en Q telle que la 
somme des aires des triangles MPC et PDQ soit égale à une quantité 
donnée K?. On prendra comme inconnues les longueurs AM= x et BQ=— y. 





- 
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255. On donne une droite indéfinie xy et deux points À et B situés 
- d’un même côté de cette droite. On demande de trouver sur xy un 


De TE ee 


point M tel que le triangle AMB ait une aire donnée . K?. Discuter. 


256. On donne le côté a et la hauteur LÀ issue du sommet À d’un 
triangle ABC. Calculer les dimensions d'un rectangle inscrit dans le triangle, 
le périmètre de ce rectangle étant donné, 2p; l’un des côtés du rectangle 
doit reposer sur BC et la surface du rectangle doit être tout entière com- 
prise dans le triangle. Discuter. 

257. Une couronne circulaire plane à une épaisseur donnée a. On 
donne de plus le rapport de la surface de cette couronne à celle du cercle 
qui a même centre que la couronne, et {pour rayon la moyenne arithmé- 
tique. des rayons des cercles qui comprennent la couronne. Déterminer 
ses deux rayons et indiquer les valeurs limites du rapport donné. 


REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES 


258. Représenter graphiquement les fonctions y définies par les relations 
suivantes : 
20 Y=2X 1; Y—2LT—1; 
Y=—-2L; Y= 21 —2L— 1: 
259. Représenter graphiquement les fonctions y définies par les re- 
1ations : 


zHy=o; 22+3y—1; Ôx—2y—7; —x+4y—1; 
CAR EN ns Et ALU OS 
Suns modes Sean 


260. Représenter graphiquement les fonctions y définies par les re- 

lations : 
ee TT ; 5 —2y 5, 

et indiquer pour quelle valeur de x ces fonctions prennent la même valeur. 

264. Une droite rencontre les axes de coordonnées en deux points A 
et B tels que OA — 4 et OB—3. Donner l'expression y de la fonction de x 
que cette droite représente. 

262. Représenter graphiquement les fonctions y définies par les re- 


lations : 
æ 
y—=2x +3; Y= T5; TL: 

et montrer que le triangle formé par les droites représentant ces fonctions 
: est rectangle : le carré de l’un des côtés est égal à la somme des carrés 

des deux autres. 
263. Tracer les droites représentant les fonctions 

Es et y—=3x +6 

et suivre sur la figure les différentes positions du point de rencontre de 

ces deux droites suivant les valeurs attribuées à X, 


ESS 
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264. Après avoir tracé les droites 
MI —Y—=4, T—y—=M, 


discuter, sur la figure, la nature de l'intersection de ces droites suivant les 
valeurs attribuées à m. 

265. La longueur L d'une barre métallique à 49 est donnée, en fonction 
de sa longueur L à 00 par la formule 


L—1l{(1+at), 
a étant le coefficient de dilatation linéaire. 
Représenter graphiquement entre — 20° et 50° : 
1° L'allongement d'une barre de fer de 5 mètres de longueur à o?; 
2° La longueur de cette barre de fer. 
On sait que l'on a : 
&—0,000012,. 


266. On a soudé bout à bout deux barres, l’une de fer ayant 1 mètre 
de long, et l’autre de cuivre ayant 5o centimètres de longueur. On de- 
mande de représenter graphiquement entre — 100 et 1000 la variation de 
la longueur totale de cette double barre. Le coefficient de dilatation 
linéaire du fer est 0,000012 et celui du cuivre est 0,000018. 

267. Quand on chauffe un liquide placé dans un vase, on n’observé que 
l'effet résultant de l’action de la chaleur sur le liquide et sur le vase : c’est 
la dilatation apparente du liquide. Le vase se dilatant, la dilatation apparente 
est la différence entre la dilatation absolue du liquide et celle de son enve- 
loppe. Représenter, d'après cela, les dilatations absolue et apparente d'un 
volume égal à 250 centimètres cubes de mercure chauffé de 0° à 1002 dans 
un vase de verre. Le volume V à { d'un liquide ou d'un solide est donné 
en fonction du volume V, à 0° par la formule 


= V,(1+ mt); 


m étant l'augmentation de volume de l'unité de volume pour une élévation 


de température de 1°. Pour le verre,  m— pre 
ae | — J 
pour le mercure, n— 

268. Deux mobiles partent en même temps de deux points À et B 
distants’ de 5 kilomètres et vont dans le sens AB, le premier avec une 
vitesse uniforme de 4 kilomètres à l'heure, le second avec la vitesse con- 
stante de 2 kilomètres à l'heure, Représenter graphiquement le mouvement 
de chacun d'eux, et représenter de même les variations de la distance qu 
les sépare à un instant quelconque. 

269. Mème problème que le précédent en supposant que les deux mo- 
biles se déplacent en sens contraire. 

270. Effectuer le graphique de tous les trains de la ligne Paris-Marseille 
et retour, d’après l'indicateur des chemins de fer, 


CHAPITRE VI 


ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ. 


$ 4. — Résolution d’une équation du second 
degré à une inconnue. 


244. — Définitions. — Nous avons vu au chapitre IV 
que, lorsqu'une équation est entière, on peut faire passer 
tous les termes dans le premier membre. 

De cette façon, après réduction des termes semblables, 
le premier membre est un polynôme entier par rapport à 
linconnue +; le second membre est zéro. 

On appelle alors degré d’une équation le degré du poly- 
nôme, premier membre. 


Il résulte de là que : 


Une équation à une inconnue x est du second degré si, 
lorsqu'on a fait passer tous les termes dans le premier mem- 
_bre, ce premier membre est, après réduction, un polynôme du 
second degré en x. 

ExewPe. — Considérons l'équation : 

x(t+i)—2x—(x—1)(27 +3). 
Développons les deux membres; il vient : 
T'+Lr—2r—24x?— 2% + 3x —53. 


Faisons tout passer dans le premier membre et réduisons, nous 
avons : 
—2?— 2% +3—0o 


ce qui peut aussi s’écrire, en changeant les signes des deux membres, 
Z?+2tT—3—0. 


Le premier membre est un polynôme du second degré en x, c’est 
donc une équation du second degré. 
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245. — Forme générale. — D'après ce que nous ve- 
nons de dire, une équation du second degré est une équa- 
tion qui se met sous la forme : 


(1) ax? + bx +c—o, 
où a, b, c désignent des nombres connus. 


Si a n’est pas égal à r, divisons les deux membres par a, 
ce qui est permis (n° 141), et l'équation s'écrit : 


b C 
XL -R+-—o. 
de a 


e b C 
Désignons, pour abréger, a Par p et a Par 9- 
L’équation s'écrit alors : 
(2) X? + PX + q—0. 
Donc toute équation du second degré peut se mettre 
sous l’une des deux formes (1) ou (2). 


246. — Racines carrées. — Proposons-nous d’abord 
de résoudre la question préliminaire que voici : 

Étant donné un nombre algébrique, positif ou négatif, . 
trouver tous les nombres positifs ou négatifs dont le carré 
est éjal au nombre donné. 

Il y a trois cas à distinguer : 

1° Le nombre donné est positif. — Dans ce cas il a deux 
racines carrées algébriques opposées. Remarquons, en 
effet, que le carré d’un nombre positif ou négatif est {ou- 
jours positif et égal au carré de sa valeur absolue. Cela 
résulte de la définition même de la multiplication : 

(HS) = EME 

Si donc il existe un nombre ayant pour carré un nombre 
donné positif a, la valeur absolue de ce nombre sera la. 
racine carrée arithmétique exacte de a, soit Va. Il nya 
donc que deux nombres, et deux seulement, qui peuvent 
avoir pour carré a. Ce sont : 


+ Va. et Va. 
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D'ailleurs, ces deux nombres satisfont bien à la ques- 
tion : 


(+ Va) =a , (—Va)—a. 

Ainsi, 1l y a deux nombres algébriques et deux seulement qui ont 
pour carré 9, ce sont + 3et— 3. 

2° Le nombre donné est négatif. — Dans ce cas il n’existe 
aucun nombre positif ou négatif dont le carré soit égal à 
ce nombre; car, comme nous l’avons remarqué plus haut, 
le carré d’un nombre quelconque est toujours posihf. Il 
n’y a donc aucun nombre dont le carré puisse être égal à 
un nombre négatif. 

3° Le nombre donné est zéro. — Le seul nombre dont le 
carré est égal à zéro est zéro lui-même. 


247. — Examen d'un cas particulier. — Considérons 
d’abord l'équation : 
X? — 4 —0. 
Elle s’écrit : 

2? — 4. 
et elle exprime que x est un nombre dont le carré est égal 
à 4. D’après ce que nous venons de voir, il y a deux 
nombres, et deux seulement, dont le carré est égal à 4. 
Ce sont : 


LVA— a et A —, 


L’équation proposée a donc deux solutions et deux 


seulement : 
+2 et —2. 
Considérons encore l'équation : 
| X? + 3 —0. 
ENS 
| Elle s'écrit : 
LI 


et elle exprime que x est un nombre dont le carré est égal 
| 


- 


4e Lie » OMS ONCE E A Fr YO 4 rh 
t FT elle COS 
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à — 3. Or, comme nous venons de le voir, il n’existe aucun 
nombre dont le carré est égal à un nombre négatif —3. 
L’équation n'a donc pas de solution. 


248. — Considérons, plus généralement, une équation 
de la forme : 


2° +q—0, 
où il n’y a pas de terme en +. Elle s'écrit : 
| D? — — d; 
et exprime que æ est un nombre dont le carré est égal à 
T— q: 
Il y a donc trois cas : 
° S1g est négatif, — q est positif etil ya rs solutions : 


æ—+V—q , æ—=—V—Q : 
+ Si q est positif, — q est négatif et il n’y a pas de solu- 
tion. 
3° Si g—0, l'équation s'écrit : 
Po 
et il n’y a qu’une solution qui est : 
Lee 0: 
Les mêmes conclusions s’appliqueraient à l'équation : 
AXi+C=0 
qui $e ramène à la forme précédente en divisant par a. 
249. — Remarque préliminaire. — Nous avons vu 
(n° 50) que l’on a : 
(x + a) = 2? + 2ax + a. 
On voit donc que si on considère l'expression æ? + 2a, 


ce sont les deux premiers termes d’un carré, dont le pre- 
mier terme x est la racine carrée du premier terme x? et 
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le second terme a est le quotient du second terme 2ax par 


le double 2x du premier terme de la racine. 
Pour avoir le carré complet, il faut ajouter a?, qui est le 


carré du second terme a. 


ExEmPLE, — L'expression : x? + 6 x peut s’écrire : ?+ 2:34. 


Ce sont les deux premiers termes du carré de x + 3. 
On a, en effet, 
(x + 3} — x? + 6x+ 0. 
Pour avoir (x + 3)?, il faut donc ajouter 9 à x? + 6x. 


De même : æ? + 5x peut s’écrire x? + 2° — x et ainsi on voit que 
2 


AE 
ce sont les deux premiers termes du carré de (+ — ) + Pour avoir 
2 
SUIS 


le carré complet, il faut ajouter à 2? + 5x la quantité (2) n 


250. — Premier exemple. — Considérons l'équation : 
X?+2X—3—=0 
que nous avons trouvée plus haut. Elle s'écrit : 
En DE NE EE VA 
Le premier membre est formé des deux premiers termes 


du carré de æ + 1 et pour avoir ce carré il faut ajouter à ce 
SA, membre 1?°— 1. Ajoutons alors 1 aux deux mem- 


bres de l'équation. Il vient : 


Xi+om+i—S+i 


ou 
(@ + 1) — 4. 

Sous cette forme, l'équation exprime que æ& + 1 est un 
nombre dont le carré est égal à 4. Or il y a deux nombres 
dont les carrés sont égaux à 4 : ce sont + 2 et — 2. On 
doit donc avoir 

Soit : œHi=—o, 
MOIS: DOTE 3 COL DH à 


L’équation a donc deux solutions qui sont : r et — 3. 


d’où Line D Ne 
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251. — Second exemple. — Considérons encore l’équa- 
tion 
LIT I —=0: 
Elle s'écrit : 
Xi LL NU, 
ou 
dc? + 2. es I. 
2 


I G 
Or, x? + 2. 2 sont les deux premiers termes du carré de 


2 
‘2 += et il faut leur ajouter (:) =; pour avoir le carré 


complet. 


Ajoutons donc ; aux deux membres de l'équation et il 
vient : 


I I \? I 
a+uie+() =— 1+- ! 


4 
1 \2 3 
Chers 


É 1 Er 
Sous cette forme, on voit que æ + à devrait être un nom- 


ou 


. SLT É : : 
bre dont le carré serait égal HE ce qui est impossible 


puisque -: est négatif. 


L’équation n’a donc pas de solution. 


252. — Cas général. — Plus généralement, considérons 
l'équation 
XL +pe+q—=o. 

Faisons passer le terme constant dans le second membre, 
elle s'écrit : 

XL? EDL= =, 
ou 


+2 ba. 


RO TR CE" 
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Or, x? + 2. La sont les deux premiers termes du carré 


de x + et, pour avoir le carré complet, il faut ajouter 


G) 


Lt p° 
4 
à avoir (æ+ +2) dans le premier. Il vient : 


one alors Fa aux deux membres de façon 


l Ts 
XL? +2 -X + — —- 
ou 


(3) (o+t) =. 


Sous cette forme, l'équation exprime que si æ est 


une solution, x+? est un nombre dont le carré est 
2 


2 
égal à TT q. 
Il y a donc trois cas possibles : 
2 
12291 Le q > 0, il existe deux nombres opposés et deux 
2 


seulement dont les carrés sont égaux à Tv —Q; ce sont 


Fa — 
+\/E qi. et 5 g. On doit donc avoir : 


DIET ÉteuT 
Soit : æ +2 =+\/F 4, d’où m—-_L+|/Pe 


DS PEN 
Soit pee 4/P- 9, d’où o=1t 1 


L'équation a donc deux solutions et deux seulement qui 
sont : | 


HQE EE MIDI 
L+\/E dLReE CE 2 VE 1 
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. P TR 
81 Le q <o, il n'existe aucun nombre dont le carré 


2 
soit égal à = — 4. 


L’équation n'a donc pas de solution. 


; 
30 Si DE — qg—=o, il n’y a que le nombre o dont le carré 


soit égal à F — 4. On doit donc avoir : 


UPS d'où Re 

2 2 
L'équation n'a plus qu'une seule solution qui est égale. à 
p 


mm— — à 


2 


253. — Résumé. — Tout ce qui précède peut être 
résumé de la facon suivante : 
Pour résoudre l'équation du second degré 
(2) Lx? + pr +q—0, 
on forme d'abord la quantité LE que l'on nomme le 
discriminant. 
2 


101 Fr — {> 0, l'équation a deux racines données par la 


formule 


ME Re 
(4) / Es P + |/t qd ; 


où l’on prend l’un après l’autre les deux signes placés devant 
le radical. 


2 
2° Si ec q < 0, l'équation n’a pas de racines. 


2 
por | = —q—=0, l'équation n'a qu'une racine qui est : 


RE Li 
+2 


DA APE On dl ND: L 2 
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254. — Remarque. — La formule de résolution : 


D 4 /P 
A eo mt 
(4) ne V2 q 


fournit les deux racines lorsque le discriminant est positif 
à condition de prendre successivement devant le radical les 
deux signes (+) et (—). 


Cette formule est encore applicable dans le cas où le discri- 


minant £ — 4 est nul. 


9 


à 


En effet, lorsque ee g—=o, elle devient : 
LT—=— (0 rORS ere 
2 2 
mais, au lieu de donner deux valeurs distinctes pour x, 
elle n’en donne plus qu’une seule. 
On peut donc dire que lorsque le discriminant est nul, les 
deux racines fournies par la formule (4) deviennent égales. 
C’est à cause de cela que l’on dit fréquemment que, 
dans le cas où le discriminant est nul, l’équalion (2) a ses 
racines égales ou encore a une racine double. 


255. — Exemples. — Pour résoudre une équation du 
second degré on la ramènera à la forme (2)et on appli- 


quera la règle du n° 253. 


Exewpze |. — Soit à résoudre l'équation : 
æ?— 5x + 6—o. 
Jc1 on a : D SN g==6, 
PORT EAN E 
4 Â 4 


Le discriminant est positif. L’équation a donc deux solutions : 


es t\/T 
AN VAE 


ou : 
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Exewpze Il. — Soit à résoudre l'équation : 
(+1) (x+2)+2rz—4x—5. 
Développons; elle s'écrit : 
x+r+orto+or—4{x—5. 
Faisons tout passer dans le premier membre et il vient : 


ti LÉ7-0: 


Ici on à : p—=—1, ne 
donc pr ee 5 
4 4 4° 


Le discriminant est négatif, l'équation n'a pas de racines. 


Exewpze IL. — Considérons l'équation : 
4x? + 12% + 9—=0. 


Divisons par 4. Elle s'écrit : 


2343240. 
On a : DS q—° 
PSV SEE 
F0 AR AVE SO 


L’équation n’a donc qu’une racine (double) ou, si l’on veut, deux 
racines égales : 


LT 


2 


256. — Gas de l'équation ax? + bx + c—o. — Lorsque 
le coefficient de x? n’est pas égal à r, on ramène l’équa- 
tion à la forme (2) en divisant les deux membres par a. 

Appliquons ceci à l'équation générale : 

fiber ax? + bxæ + c—0o. 

En divisant par a elle devient : 

b C 
CR EL y RE 
Pr Un LU 
qui a la forme 
(2) a + px +q—0 


où on a : p—=-) PS ax 
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La formule de résolution (4) donne alors 


b \ b2 C 
L=— — + a 
204 AGO EE 


Réduisons au même dénominateur les fractions placées 
sous le radical : 


GRR D MN AICNe = A0€ 


4 a 4 4 — do? 





La formule de résolution devient alors : 


b Fe b? — ac 


15 a Aa? 
ou, puisque V4a — a, 
ea LE vb — re 
24 24 
et, enfin, 
— b+Vb?—4ac 
(5) EEE 


Telle est la formule dans ce cas. On appelle toujours 
discriminant la quantité placée sous le radical et on arrive 
alors aux conclusions suivantes : 


Pour résoudre l'équation générale 

(1) ad? + bx + c—o, 
on forme d’abord le discriminant b? — 4ac : 

1° Si b?— 4ac > 0, l'équation a deux racines données par 
la formule : 


(5) — b+Vb—4ac. 


He 
24 4 


2° Si b?— 4ac Lo, l'équation n'a pas de racines; 

30 Si b?— 4ac — 0, l'équation n'a qu'une racine, dite double 
(ou deux racines égales) donnée par la formule (5) qui se 
réduit à 

ru 


— te À 


24 


4 À 
FT 
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257. — Exemples. — Pour résoudre une équation du 
second degré, on appliquera donc la formule (5). 
Exempce |, — Soit à résoudre l'équation : 
24?— dx +3 —0o. 
On a ici : 
ne Ch 
La formule (5) donne alors : 


75 Va 423 











4 
ou 
NÉ VA Es 
s Â 
on a donc deux racines : 
BST D" 
== En ee (ll à 
4 4% Ta 
et 
5—1 4 
4 4 


ExewpLe Il. — Soit à résoudre l'équation : 
BL 9x 41=0: 
La formule (5) donne de suite : 


x — ZE NAT A3 + V49 — 12 __7 + V37 V37. 
6 6 


SJ 


Extrayons la racine carrée approchée de 37. On trouve, en calcu- 
lant cette racine comme on l’a appris en arithmétique : 6,08. 
Les valeurs approchées des racines sont donc : 


6,08 13,08 
DELAI RARES Pa 





G r = 9,18. 
56,08 50,920. 
EE area p 0,19: 


Exeweze IIL. — Soit encore à résoudre l'équation : 
(t+ 1) (x+2) (x +3) —=x(x—1) (x — 2). 
Développons les deux membres, il vient : 
Zi +OGzr?+r1x +6 —=xs—3x Lo. 


L’équation parait être du troisième degré; mais quand on fait 


ERA. 


DT DRE TN CR cal see Eu 
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tout passer dans le premier membre et qu’on réduit, les termes en 
x disparaissent et on trouve : 


912? +9x+6—0o 
ou, en divisant par 3 les deux membres : 
3x2+3x+2—o. 
Le discriminant est ici : 
b2— Aac—9—4.3.2—— 15, 


comme il est négatif, l'équation n’a pas de racines. 


258. — Cas où le coefficient de x est pair. — Lorsque 
les coefficients a, b, c de l'équation 


ax? + bx + c—o 

sont entiers et que le coefficient b est pair, la formule 
générale (5) se simplifie un peu. 

Puisque b est pair, il est divisible par 2; on peut donc 
poser 

DL 

b' étant un nombre entier. 

La formule (5) s'écrit alors 

__—2b'+V4b'®— ac 


24 


LV 


Dans la quantité sous le radical on peut mettre 4 en fac- 
teur : 
4b'2— 4ac— 4 (b'? — ac) 
et on a : 
V402—4ac— V4 . Vb2—ac— 2 Vb2— ac. 
La formule devient ainsi : 
__—2b'+9 Vb2— ac 


24 


On peut diviser les deux termes par 2 et elle s’écrit 


enfin : 


TS 


— b'H VE ac 


(6) x — : 
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EST 


, ; A PHARE US TK + os, Le RENE 
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Exeweze. — Soit à résoudre l'équation : 
5x?—6x+1—=0. 


Le coefficient de x étant pai 


air, nous appliquerons la formule 
simplifiée (6). 
On à : 


; re DA RETPEST 
et, par suite, 











5 5 
Les deux racines sont donc 
De 
Az dt? 
5 
SE: 1 
= a 
> 5 


$ 2. — Relations entre les coefficients 
et les racines. 
259. — Somme et produit des racines. — Considé- 
rons l'équation de second degré 


Li+DT+q—=0. 
Nous avons vu que, lorsque le discriminant pue est 


positif, cette équation a deux racines données par la for- 


mule 
p p° 
UE 1 


Désignons la première par æ’ et la seconde par æ 
on a: 


EE 
Û = 


la: 
Vn 


à 
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- Faisons-en la somme : il vient 
Ô RS) AUS EAN 
TX +2 — PR AU 


Formons de même leur produit, nous obtenons : 


nef a paf p pP 
Li = (+) HAVE } 


Dans le second membre nous avons le produit de la 





2 
somme des deux quantités —L et VE: par leur diffé- 


rence; ce produit est égal, comme nous savons (n° 52), 


à la différence des carrés des deux nombres. On a 


donc : 
ns DNS ID ARE ES Dee 1° 
s'a"=(-?) ( )=£ Ai 


En simplifiant, il vient : 
L’ Hit 
En résumé, on a les deux égalités 
L x’ ri x'—=—p, 
(7) RUES 
— 4, 
qui se traduisent en langage ordinaire de la façon sui- 
vante : 
Lorsque l'équation 
(2) X3+<px+q—=0o 


a deux racines, 
la somme de ces racines est égale au coefficient de x 
changé de signe; leur produit est égal au terme constant. 


Vérifions ce fait pour l'équation résolue plus haut : 
x2— 5 x + 6—0. 
Cette équation a pour racines 2 et 3. On à bien : 


2+3—5 et EE 
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260. — Cas où le coefficient de x? n’est pas égal 
à 1. — Considérons l'équation générale : 





ad? + bx + c—o. 


Nous la ramenons à la forme (2) en divisant par a. Elle 
s'écrit alors 


b C 
n'iins Sas 
æ TRES, 
on ad a: ne 
a onc Ex TEE 


Les relations (7) entre les coefficients et les racines 
prennent alors la forme : 


b 
’ 7 

14 LC —=— 
6 prb 


(8) 


qui se traduisent de la façon suivante : 


Lorsque l'équation 


ax? + bx + c—0o 
a deux racines, 
la somme de ces racines est égale au coefficient de x 
changé de signe divisé par le coefficient de x°. 
Le produit des racines est égal au terme constant divisé 
par le coefficient de x. 


Vérifions ceci pour l'équation 
; 24?—5x+3—o 


5) 


résolue plus haut. Cette équation a pour racines —et 1, et on à bien: 
2 


3 b 3 
res , AP ere 


3 

2 2 
261. — Cas des racines égales. — Lorsque le discri- 
minant de l'équation est nul, les deux racines x’ et æ” sont 


égales. Les relations (7) et (8) sont encore exactes. 





7 de d'OS À ur Le 
94 PE PE ” NT " EN, æ 
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Prenons alors la somme des racines. Puisque x”—#x", 


on a : 
PCR ER SE 
a 
d'où 
EL. 


24 


4 


Ceci conduit à une conclusion importante. 


Lorsque le discriminant d'une équation du second degré est 
nul, ses deux racines sont égales et égales à leur demi-somme. 


Ainsi nous avons vu que le discriminant de l’équation 
4x? + 124 + 9—0 


est nul. Cette équation a donc deux racines égales et égales à leur 
demi-somme. 
12 
La somme des racines est : — T=— 3. 
Î 
; ; ; Dr NT 
Les deux racines sont donc égales à ——, c'est ce que nous avions 
2 


trouvé. 


262. — Application. — Former une équation du second 
degré admettant pour racines deux nombres donnés. 
Supposons le problème résolu et soit 


X+px+q—=0 
l'équation cherchée. Si elle admet pour racines deux 
nombres donnés, p sera égal à la somme de ces deux nom- 
bres changée de signe et q sera égal à leur produit. On 


connaît donc pet qg. Si æ’ et x” sont les nombres donnés 
on aura ainsi 


p—=—(x" + x”), DC De 
L’équation cherchée est alors : 
x— (x +x")e +'x'x"—0. 


Elle admet bien x’ et x” comme racines, car on peut 
l'écrire 
(@- æ)(æœ—x")—0; 


L-: FF «T4 08 L 3, M dE" 
N ui 1e NE TPS 
BAT 
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il n’y a qu'à développer le produit (&—x’)(æœ— x”) pour 
le vérifier. Sous cette forme on voit que le premier 
membre ne peut être nul que si l’un des deux facteurs 
est:-nul, c’est-à-dire si on a 


soit D Dot 0 l'OL ETE 
soit nn A mt CR € MCE LN PAS Him à 2 
Exempce. — Former l'équalion de second degré qui admet pour 
racines 3 et — 8. 
La somme est : 3825, 
le produit est 3:(—8)—— 24, 


L’équation cherchée est donc : 
x? + 5x — 24 — 0. 


263. — PROBLÈME. — Calculer deux nombres, connaissant 
leur somme et leur produit. 

Ces deux nombres, s'ils existent, seront racines d’une 
équation du second degré 

x? + px +q—0 

facile à former. 

Car, d’après ce qui précède, p est égal à la somme chan- 
gée de signe et q est égal au produit. 


I 
ExEmPLe, — Trouver deux nombres dont la somme est — — el le 
21 





F w | 
roduit — 
p É } 21 


Ces deux nombres sont racines de l’équation 
x? + Sa RE Ca (e) 
21 21 
ou, en chassant le dénominateur, 
21X4?+T—2—0, 
La formule (6) donne : 
1 EVi +168 —1 +13 


#4 bee 
42 42 
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Les deux nomkres cherchés sont donc : 





Pre PASS ATI0 2 
HAN PART 
A UP NES LA ERE 
42 42 3 


4 


264. — Somme des carrés des racines. — Soient æ 
et x” les deux racines de l'équation 
ax? + bx + c—0o. 
On a, comme nous savons, 
! FINQ LR Pre (2 POArr 
CERN ere ET LIT XL", 
d’où on tire : 
æx'2 + x''2 — (de + x")? — 2 LL". 


Si, dans le second membre de cette identité, nous rem- 


b C 
plaçons æ&’ + æ"” et x'æ"” par leurs valeurs ire et z' nous 


obtenons 
b2 C 
x’? x''2 = ——9- 
az a? a 
ou, en réduisant au même dénominateur, 
b—2ac 
19 Ad Eee PR TEE EE À 
Der ur pr 
Cette formule permet de calculer la somme x’? + x’? des 
carrés des racines sans avoir calculé ces racines. 


Ainsi, la somme des carrés des racines de l'équation 
x —8x+13—0 
est x'2+x"2—64 — 26 — 38. 
PROBLÈME. — Calculer le nombre À de façon que la somme des 
carrés des racines de l'équation 
z'—6xz+)1—=0o 
| soit égale à 26. 
D’après ce qui précède la somme des carrés est égale à 
b2— 2 ac 


me 02-11: 
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Ecrivons qu’elle est égale à 26 et nous avons 


30— 27-20 
d’où PLU ee 5° 


L’équation cherchée est donc : 
x?— 6x + 5 —0o. 
Les racines sont 1 et 5 dont la somme des carrés est bien 26. 


265. — Signes des racines. — Les relations entre les 
coefficients et les racines permettent de reconnaitre 
d'avance les signes et les grandeurs relatives des deux 
racines d’une équation du second degré, sans les avoir cal- 
culees. 


Considérons, en effet, l'équation 
ax? + bx + c—=o 


et supposons b?— 4ac > 0. Soient x’ et x” les racines. On 
a, comme nous l'avons vu, 


Fa pt 
a 

Le seul examen de , permet déjà de reconnaître si les 
deux racines sont de même signe ou non. 

ES] est positif, le produit des racines étant positif, 


elles sont de méme signe. 


22151 = est négatif, le produit des racines est négatif et 


elles sont de signes contraires. 
Lorsque les deux racines sont de même signe, il reste à 


savoir’quel est leur signe commun; à cet effet examinons la 


somme. On a : 


b 
x’ XL == 
a (47 


. Ja : CG 
Les deux racines étant de même signe (2>o); 


Si ee. est posihf la somme est positive et elles sont 


toutes deux positives; 


Fr | 
À, 
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"SI -È est négatif la somme est négative et les deux ra- 


cines sont {outes deux négatives. 
Lôrsque les. deux racines sont de signes contraires 


c . ; 
(i<e) l'examen du signe de la somme permet de recon- 


naître quelle est celle qui est la plus grande en valeur 
absolue. 

En effet, lorsqu'on fait la somme de deux nombres de 
signes contraires (n° 24), cette somme a le signe de celui 
des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue. 

Donc, les deux racines + et x’ étant de signes con- 


traires (2< o). 

Si si est positif, c'est la racine positive qui est la plus 
grande en valeur absolue ; 

SI È est négatif, c’est la racine négative qui a la plus 
grande valeur absolue. 

3° Lorsque 0 ou c—o, l'équation du second degré 


devient ax? + bx —o. 


Elle s'écrit : 
x (ax + b)—=0. 


Pour que le premier membre soit nul il faut que l’un 
des deux facteurs soit nul. Ce qui donne : 


soit LX=0;: 


soit ax + b—o ou C——— 


Il y a une racine nulle; l’autre est égale à Le 


Lorsque b et c sont nuls tous les deux à la fois, l’équa- 


SE ON ER 
AT ae AUTRE 
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tion se réduit à x?—0o; elle a alors une racine double 
égale à zéro. 

En résumé, pour reconnaître les signes des racines sans 
résoudre l'équation : 


SAC 
1° On examine le signe du produit . 


; b 
2° On examine ensuite le signe de la somme ms 


266. — Remarque importante. — Lorsque . est néga- 


tif on peut toujours affirmer qu'il existe deux racines de 
signes contrarres. 

Dans ce cas, en effet, a et c sont de signes contraires, le 
produit ac est donc négatif; — 4ac est alors positif et le 
discriminant b?—4ac est la somme de deux nombres b? 
et —4ac, tous deux positifs, il est certainement positif. 
Les deux racines existent donc certainement. D'ailleurs, :- 
puisque leur produit est négatif, elles sont de signes con- 
traires. 

De là il résulte qu'avant de former le discriminant il fau- 
dra toujours regarder d'abord si a et c ne sont pas de signes 
contraires. 


267. — Résumé. — Les résultats précédents peuvent 
se résumer dans le tableau suivant : 


: C 
On commence avant tout par regarder le signe de o 


: : C ER Ac . x 
il n'y 4 que lorsque = est positif qu'il sera nécessaire de 
former b?— 4ac pour savoir s’il existe des racines. 


; C | 
On peut aussi remarquer que, lorsque pe > o et que les 


: : 2 b 
deux racines existent (b?— 4ac>0o), la somme pen 


peut pas être nulle, car sans cela les deux racines seraient 
opposées, ce qui n’est pas possible puisque leur produit 
est positif. 
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TABLEAU DE DISCUSSION DE L'EXISTENCE ET DU SIGNE 
DES RACINES, SANS QUE L'ÉQUATION SOIT RÉSOLUE. 


/ 


b 
RER la plus grande en valeur absolue 


(a A «a est positive. 
b 
fl T# pe — =£<o plus grande en valeur absolue 
| y a certainement deux a est négalive. 
| racines 


; es b 
de signes contraires nr — 0 les deux racines sont opposées. 


b 


FEMMES Me > o les deux racines 
, L sont positives. 
il y.a deux / 
C 1x racines. | ee < o les deux racines 
() sont négatives. 


\ 


Il faut former e ras | à! 
LIST MERE b— 4 ac—0o. I y à deux racines égales et 


égales à la demi-somme — —. 
2 


P—yac<o. Il ny a pas de racines. 


Il y à une racine égale à zéro. L'autre racine 


_. È ë b 
44 est égale à BOT 


ExemPe. — Soit l'équation : 
454822—x— 36715 —0. 


On voit de suite que.c et a sont de signes contraires. 
moe l'équation a deux racines de signes contraires. La somme 


cr era St positive. C’est donc la racine positive qui est la plus grande 


en valeur absolue. 

Nous voyons donc que, sans avoir résolu l’équation, sans avoir fait 
aucun calcul, nous savons que cette équation a deux racines dont 
l'une est positive et l’autre négative et que c’est la racine positive qui 
a la plus grande valeur absolue. 

Il est aisé de se rendre compte qu’il aurait fallu ici faire un calcul 
très long pour voir les résultats en résolvant. 

Les racines sont, en effet, approæimativement, 


, 25986 25984 
FLO. e ZE — 
9096 9096 
Elles sont en valeur absolue très voisines. 
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9 3. — Trinôme du second degré. 


268. — Définition. — Tout polynôme réduit du second 
degré en x a, au plus, trois termes, à savoir : un terme 
en æ?, un terme en x et un terme constant. C'est donc un 
trinôme (n° 117). 

Il est de la forme : 


ad? + bx + c, 


et c’est ce qu’on appelle un trinôme du second degré. 

Ce trinôme est une fonction de la variable æ, que nous 
étudierons comme nous avons étudié, au Chapitre V, la 
fonction linéaire. 

A cet effet, nous allons d’abord montrer qu'on peut le 
mettre sous diverses formes qui nous seront utiles dans 
la suite. 

269. — Décomposition du trinôme. — Soit 

y—= ax? + bx + c 
un trinôme du second degré. Mettons a en facteur dans 
ce trinôme; il s'écrit : 
b C 
et à A VUE Goes _ 
y=a(a+io+t) 
* b “4 
ou / y=a (x +a ete) 


Remarquons, comme nous l'avons déjà fait plus haut, 


b : 
que œ #2 Sa © sont les deux premiers termes du dévelop- 
pement du carré de æ + de et pour avoir ce carré complet, 


2 2 
il faut leur ajouter (2) = a Ajoutons donc et retran- 
2 4 a 
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, b2 | 
chons, pour ne rien changer, 1 dans la parenthèse. Le 


trinôme s'écrit alors : 


y=a (arte ot ne <) 





2 La  4a a 
ou 
1. . Ji\? bi—4ac 
(1) SE Le + =) |: 


Nous obtenons ainsi une première forme de décompo- 
sition du trinôme qui peut aussi s'écrire : 


2 4ac—b 
( his) y=a[(e+) + 


24 


La quantité b?—4ac, que nous avons déjà rencontrée 
plus haut, est ce qu'on appelle encore le discriminant du 
trinôme. 

Pour aller plus loin, supposons b? —- {ac positif. Dans ce 
cas, b?— ac peut être considéré comme le carré de 
V0? — ac ,et on peut écrire le trinôme y sous la nouvelle 


forme : 
vk GE Vo 4ac\° 
et) | 


La quantité entre crochets apparaît ainsi comme la dif- 
férence de deux carrés. On peut donc la décomposer 
(n° 52) en un produit d’une somme par une différence. Le 
trinôme s'écrit alors : 


GER (ose). 


24 24 24 





ee b 
Ve (> an par a 
Posons, pour abréger, 


— b?— 4ac 
NS b+Vb gac, 
24 


—b— VD — ac, 
20 


U4 
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Ces nombres x’ et x” sont alors les racines de l’'équa- 
tion du second degré obtenue en égalant à zéro le tri- 
nôme. Et le trinôme s'écrit enfin sous la dernière forme 
que voici : 


(II) y—=a (x — x") (x — 2”), 


qui n’est applicable que dans le cas où le discriminant 
b* — 4ac est positif. 


270. — Signes du trinôme. — Les décompositions 
que nous venons d'effectuer vont nous permettre de ré- 
soudre aisément cette question importante : 

Reconnaître, a priori, le signe de la valeur numérique que 
prend un trinôme du second degré pour une valeur donnée 
de la variable. 


A cet effet, nous distinguerons trois cas, suivant le Se , 


du discriminant. 


271. — Premier cas : b2—/4ac<o, — Lorsque b—4ac 
est négatif, 4 ac — b? est positif et la forme 


(I bis) y=a((e+7) +122] 


4 a 


met immédiatement le signe de y en évidence. 

En effet, la quantité entre crochets est une somme de 
deux nombres positifs dont le second n’est pas nul. Cette 
quantité est donc toujours positive et jamais nulle; y est 
toujours du signe de a. Donc : 


Lorsque le discriminant est négatif, le trinôme n'est jamais 
nul et toujours du signe de son premier terme. 


272. — Deuxième cas, b?—4ac—0o. — Dans ce cas, la 
forme de décomposition (I) se réduit à 


\ a 
2 


b 
Es (a Tea 
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Le trinôme est carré parfait. Comme (2 + =) est tou- 


jours positif, sauf pour la valeur x—=— e pour laquelle : 


il s’annule, y est toujours du signe de a, sauf pour 


b 


24 


Donc : 
Lorsque le discriminant est nul, le trinôme est toujours du 
! , b 
signe de son premier terme, sauf pour la valeur REA 


pour laquelle il est nul. 


273. — Troisième cas, b? — 4 ac > 0. — L’équation obte- 
nue en égalant le trinôme à zéro a alors deux racines x” 
et x” et le trinôme se met sous la forme (II) : 

y—= a (x — 2") (x — æ"). 


* 


Supposons, pour fixer les idées, &' > x" : 

1° Si æ est plus grand que æ’, il est a fortiori plus grand 
que æ”’; les deux différences æ —x" et æ—x" sont posi- 
tives, leur produit est positif et y est du signe de a. 

2° Si æ est compris entre æ’ et æ&”, x —x" est négatif, 
æ —æ" est positif; leur produit est négatif, y est alors de 
signe contraire au signe de a. 

3° Si æ est plus petit que x”, il est a fortiori plus petit 
que x’; les deux différences æ —x" et æ—x" sont toutes 
deux négatives et leur produit est positif, y est, par suite, 
du signe de «a. | 

4° Si æ est égal à l’un des deux nombres x’ ou x”, l’une 
des deux différences æ — x’ ou æ —x"” est nulle et y a la 
valeur zéro. En résumé : 


Lorsque le discriminant est positif, le trinôme a deux 


racines. 
Lorsque x n’est pas compris entre ces racines, le trinôme 


est du signe de son premier terme. 
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Lorsque x est compris entre les racines, le trinôme est 
de signe contraire au signe du premier terme. 

Lorsque x est égal à l’une des deux racines, le trinôme a 
la valeur zéro. 


274. — Exempzes. — Le trinôme 2°+x—+ri a un discriminant 
négatif égal à — 3. Donc pour toute valeur de x 1l prend une valeur 
numérique non nulle et positive. 

Le trinôme x? — 4x + 4 a un discriminant nul. Il est carré parfait 
car ; 

L— 4x + 4— (x — 02}. 
Pour toute valeur de x il a une valeur positive; sauf pour x = 2 pour 
laquelle 1l à la valeur zéro. | 

Le trinôme 2? — 8 x + 7 a un discriminant positif. L'équation 

a — 8x +7 — 
a deux racines qui sont 7 et 1. Ce trinôme s'écrit done : 
2—8x+7—(x—1)(x — 7). 


Pour toute valeur de x supérieure à 7 ou inférieure à 1, il a une 
valeur positive. Pour toute valeur de + comprise entre 1 et 7 …ül 
prend une valeur négative. Enfin, pour x =1 ou x —7 il prend la 
valeur zéro. 

Par exemple, pour æ—2 le trmôme doit avoir une valeur néga- 
tive. Cette valeur est en effet 


en 007 Ve met 


275. Remarque importante. — De ce qui précède, il 
résulte que : 

La valeur numérique d'un trinôme du second degré est tou- 
jours du signe de son premier terme, sauf dans le Seul cas 
où le trinôme a deux racines et où on donne à la variable 
une valeur comprise entre ces racines. 

On en conclut alors que : 


Si, en remplaçant dans le premier membre d'une équation 
du second degré X par un nombre, le résultat de substitution 
est de signe contraire au signe du premier terme de l’équa- 
tion, on peut affirmer que l'équation a deux racines et que 
le nombre substitué est compris entre ces racines. 


Ainsi, considérons l’équation 


24? — 154 + 12—=0. 


mn do. 
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Si, dans le premier membre nous faisons æ— 1, ce premier membre 
prend la valeur 
2— 1) +12—=— 71, 


Cette valeur est négative, on peut donc affirmer que l'équation a deux 
racines : l’une plus petite que 1, l’autre plus grande que 1. 


276. Application. — Reconnaître la position d’un nombre 
par rapport aux racines d'une équation du second degré, 
sans avoir calculé ces racines. 

Considérons une équation du second degré 





ax? + bæ +c—0;: 


et supposons que —4ac soit positif. L’équation a alors 
deux racines. Appelons x’ la plus grande et x” la plus 
petite : 
De EP 
Désignons pour abréger par f(x) [ce qui se lit f d’xl le 
premier membre de l’équation : 


f(æ)= a? + bæ + c. 


Pour désigner la valeur numérique de ce trinôme pour 
une certaine valeur de æ, nous remplacerons dans f(x) la 
lettre æ par cette valeur. Ainsi f (1) désigne la valeur nu- 
mérique de f(x) pour æ—1; f(2) sa valeur pour æ—»; el 
ainsi de suite. 

Ceci posé, soit « un nombre quelconque. Proposons- 
nous de savoir quel est l’ordre de grandeur de « par rap- 
port aux racines x’ et x” sans les avoir calculées. 

A cet effet, calculons la valeur numérique f(«) du tri- 
HOME PEbDOUr T0. 

Trois cas peuvent se présenter. 

S1 af (a) > 0, d’après les résultats du n° 273, « n’est pas 
compris entre les racines. 

S1 af (x) < 0 (n° 273), « est compris entre les racines : 


Die 0: 


BouRLET. — PRÉC. D’ALGÈBRE, 15 


EE dde M 
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Si f(«) —=0, « est égal à l’une des deux racines eton a 


fa (44 


soit dette soit a == TU 


Lorsque af(x) >0o, on sait seulement que « n’est pas 
compris entre les racines. Il reste encore à distinguer si « 
est plus grand que la plus grande ou plus petit que la 
plus petite. 

Pour cela, remarquons que la demi-somme des racines 


a PELLE 


2 24 


est un nombre certainement compris entre æ&’ et x”: 
b 
AL —— LA. 
24 


: b 
on comparera donc « à To 
2 


7 l 

AEVEGE —— » a sera plus grand que +”. 
: b ; 

Si a<—-— » « sera plus petit que &”. 


Tous ces résultats peuvent se résumer dans le tableau 
suivant : 


bP— 4ac>o; 


deux racines Lee er 





Exempze. — Soit l'équation du second degré 


5x?— 7x + 1—=0. 


en à « 
: 


TRINÔME DU SECOND DEGRÉ. 997 


Le discriminant b? — 4 ac — 49 — 20 — 29 est positif. 

Considérons le nombre 2. Pour reconnaître sa position par rapport 
aux racines, substituons 2 dans le premier membre de l'équation que 
nous appelons f(x). Nous aurons : 

f(2)}=20—14+1%0. 


2 n’est pas compris entre les racines. Comparons alors 2 à la demi- 


somme - des racines, On à : 
10 
2 En n° 
10 
Donc 2 est plus grand que la plus grande racine. 


sl I 
Considérons encore le nombre -, on a : 
2 


5 — 5 
(2)=+-2 + Er pme 


1 , 
Donc - est compris entre les racines. 
2 


277. Résolution des inégalités du second degré. — 
Une inégalité conditionnelle est dite du second degré 
lorsqu’en faisant passer tous les termes dans un membre, 
et toutes réductions faites, elle prend la forme : 


ax? + bx +c>o. 


Résoudre cette inégalité, c’est trouver les valeurs de x 
pour lesquelles le trinôme ax? + bx + c prend une valeur 
numérique positive. Or, d’après ce qui précède, les signes 
des valeurs numériques que peut prendre ce trinôme 
dépendent du signe du discriminant. 

On formera donc avant tout le discriminant b?— 4 ac. 

1° Si b— 4ac <o, le trinôme a toujours le signe de a. 

Il en résulte que : 

Si a > 0, l'inégalité est vérifiée pour toute valeur de x ; 

Si a <o, l'inégalité n'est jamais vérifiée. 

2° Si b— 4ac—0, le trinôme a toujours le signe de a, 

b 


sauf pour X—=——. 
24 
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Donc : 

Si a >0, l'inégalité est vérifiée pour toutes les valeurs de 
m=sauf. pour T—= aa 

, De COURT Tr 


Si a <<o, l'inégalité n'est jamais vérifiée. 

3° Si bB— 4ac > 0, le trinôme-a alors deux racines æ&’ et 
&'° qu'on’ calculera (x’ > x”). 

Si a>o, pour que l'inégalité soit vérifiée, le trinôme 
devra être du signe de «, par suite æ ne devra pas étre 
compris entre les racines. 

On devra avoir : 

soit DES soul DM'ÉLA 

Si a<Zo, pour que l'inégalité soit vérifiée, 1l faudra que 
le trinôme soit de signe contraire au signe de a, par 
suite, æ devra être compris entre les racines. 

On devra donc avoir : 


TE RE 06 E 
REMARQUE, — Si on avait mis l’inégalité sous la forme 
ad + bx +c<o, 
on aurait obtenu des conclusions analogues. 
278. — Exewrie [. — Résoudre l'inégalité 
a?+r +5 >o. 


Le discriminant b? — 4 ac — — 11 est négatif. 

Le trinôme est donc toujours du signe e de son premier terme, c’est- 
à-dire positif. 

L'inégalité est vérifiée quel que soit x. 








279. — Exewrse Il. — Résoudre l'inégalité 
2(t—1)(x —2) (x + 1) (x —3). 
Développons les deux membres il vient : 


22? — GT + 4 La? — 22% — 3. 
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En faisant tout passer dans le premier membre, l'inégalité s'écrit : 
Li — 4% + 7 <o. 
Le discriminant 16 — 28—— 12 est négatif. 


Le trinôme 4? — 4x + 7 est donc toujours positif. 
L'inégalilé n'est jamais vérifiée. 


280. — Exewrse II. — Résoudre l'inégalité. 


C2 LES 
Des 








= 
DRAL DE 4 
Faisons tout passer dans le premier membre : 


L'on l T3 





Fe hard 





7 > 0. 


Réduisons les deux fractions au même dénominateur. Mais nous 
nous garderons bien de chasser le dénominateur, car comme nous 
ne savons pas si le dénominateur est positif, nous n'avons pas le droit 
de multiplier les deux membres par ce dénominateur. 

L’inégalité s'écrit alors : 


(x — 1)(x — 4) —(x — 2) (x — 3) 


&ù— 2) —4) A 
ou 
— 3 
G—2)@—4 ©? 


Pour que la fraction soit positive, 1l faut et 1l suffit que le dénomi- 
nateur soit négatif. On doit donc avoir 


(t—2)(xz—4)<o. 


Si on effectuait ce produit on aurait un trinôme de second degré. 
Il faut bien se garder de le faire. En effet, sous cette forme on voit 
que le premier membre est un trinôme qui a deux racines qui sont 
not: 

Le premier terme est 2? qui est positif. Donc, pour que l'inégalité 
soit vérifiée, 1l faut et 1l suffit que x soit compris entre les racines. 
Finalement on doit avoir : 


CE ET 
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$ 4. — Problèmes du second degré. 


281. — Généralités. — On dit qu’un problème est du 
second degré s’il conduit à la résolution d’une équation du 
second degré à une inconnue et d’un nombre quelconque 
d'équations du premier degré 

La mise en équation d’un tel problème s'effectue comme 
dans le cas des équations du premier degré. 

On désigne par des lettres les inconnues et on écrit les 
relations qui permettraient de vérifier l'exactitude du résul- 
tat, si les valeurs des inconnues étaient connues. 

On résout ensuite l'équation du second degré obtenue. 
Cette équation pourra avoir o, 1 ou 2 racines. Le problème 
pourra donc avoir o, 1 ou 2 solutions. 

Traitons d’abord quelques exemples simples. 


282. — PROBLÈME I. — Trouver deux nombres connais- 
sant leur différence 7 et leur produit 60. 

Désignons par + le plus petit des deux nombres. Le plus 
grand sera 7 + æ. 

D’après l'énoncé, si + est le nombre cherché, le produit 

æ (7 + æ) doit être égal à 6o. 

On a donc l'équation : 

æ (7 + æ) —60 

ou dx? + 5x — 60 —0. 


_ Comme les termes extrêmes sont de signes contraires, 
cette équation a deux racines, l’une positive et l’autre né- 
gative. Ces deux racines sont : 
us 
ALSTE VEN ERO AE 
2 
1 RENE V289 


LE —— 12. 
2 


#4 


Il y a donc deux solutions qui sont: 5 et 12; —5 et 12. 


lions dass. es sens: à 


LP = ak 


4. 
\ 
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283. — PROBLÈME II. — Calculer les dimensions d'un rec- 
langle connaissant son périmètre 20" el son aire qui est de 
21: 

Le périmètre est égal à la somme des quatre côtés, deux 
à deux égaux, du rectangle. La somme des deux côtés 
inégaux est donc égale au demi-périmètre, soit à ro". 

Désignons par æ l'un des côtés; l’autre sera égal à 
LOL. 

Or, l'aire d’un rectangle est égale au produit de ses 
deux dimensions. Si donc x est le côté cherché, on doit 
avoir : 

æ (10 — x) ==): 


ou X?— 107 + 21 —0. 
Cette équation a deux racines qui sont : 


d'—5+4V25—01—), 
Di D 45 at Eh À 


Si l’un des côtés du rectangle est de 7”, l’autre sera de 
10— 7—3"; au contraire, si on prend pour le premier côté 
3", le second est r0o—3—;". On ne trouve au fond qu'une 
solution. Le rectangle cherché a pour dimensions 7" et 3". 
Ceci tient à ce que l'équation formée admet pour racine la 
longueur de l’un quelconque des côtés. Les deux racines 
doivent donc être chacune un côté. 


REMARQUE. — On aurait pu traiter cette question plus 
élégamment en se servant des relations entre les coeffi- 
cients et les racines d’une équation du second degré. En 
effet, les deux dimensions cherchées ont pour somme ro 
et pour produit 21. On est donc ramené à trouver deux 
nombres connaissant leur somme 10 et le produit 21. 
D'après ce que nous avons dit plus haut (n° 263), ces deux 
nombres sont racines de l'équation du second degré : 


À? — 102 + 21 —O. 
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284. — ProBLèMEe III. — Division en moyenne et extrême 
raison. — Etant donnés sur un axe deux points À et B, 


trouver sur cel axe un point M tel que l’on ait (fig. 30) : 





AM —MB.AB, (1) 


en grandeur el en signe. 
Prenons comme sens positif sur l'axe le sens de A vers 
B et soit : 


AP 14 
M' A M 8 
Fig. 30. 


Désignons par æ l’abscisse du point M comptée avec 
l'origine A : 
AM 


On a, alors, comme nous savons (n° 80) 





MB—=AB—AM—a—x. 

D'après l'égalité (1) de l'énoncé, si æ est l'absecisse 

cherchée, on doit avoir : 
x?=(a—x)a 

ou a? + ax — A —0o. 

Cette équation a toujours deux racines de signes con- 
traires puisque les termes extrêmes sont de signes con- 
traires. Ces deux racines sont : 


,_—a+Va +4 a [V5 — rl 


2 2 


A a LL RE Le ue 1] 


Ur o 2 


#4 


La première solution x’ est positive, elle est d’ailleurs 
plus petite que à, car elle est égale environ à 0.6:a. 
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Il lui correspond un point M (fig. 30) situé entre A 
eue: 

La seconde solution +” est négative et égale environ à 
— 1,6-4G. 

Il lui correspond un point M’ (fig. 30) situé du côté 
négalif, c'est-à-dire de l’autre côté de À que le point B. 


285. — Discussions. — Lorsque les données sont litté- 
rales, il peut arriver que, suivant les grandeurs relatives 
de ces données, le problème admette ou n’admette pas de 
solution. 

Reconnaître, suivant les cas, le nombre des solutions du 
problème, c’est ce qu’on appelle discuter le problème. 

Donnons d'abord quelques exemples simples et, pour 
cela, reprenons les problèmes I et IT en substituant des 
lettres aux données numériques. 


286. — PROBLÈME Î GÉNÉRALISÉ. — Trouver deux nom- 
bres connaissant leur différence d et leur produit p. 

Soit x le plus petit des deux nombres. Le plus grand 
sera d + x. 

Si æ est bien le nombre cherché on doit avoir, d'après 
l'énoncé : 

æ(d+ x) =p 

ou a + de — p = 0. 


Nous avons là une équation du second degré. 

Pour discuter, suivons la marche indiquée au n° 267. 

Le produit des racines est —p, donc : 

1° Sip >o, le produit est négatif. L’équation a certaine- 
ment deux racines de signes contraires et la plus grande 
en valeur absolue est du signe de — d. 

2° Si p<o, il faut calculer le discriminant qui est : 

d2 


Eu 
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Nous avons alors trois cas : 
F2 
a) Si 2 + p > 0, c’est-à-dire si 
de 
ns Fr <C D ae) 


l'équation a deux racines de même signe et du signe de 
— (. 


2 
b) Si + p <o, c'est-à-dire si 


de 
FE 
l'équation n’a pas de racines. 
de 
c) Si Pire l'équation a une seule racine (double) 


égale à LE 
3 Si p—o, l'équation a une racine nulle et une racine: 
égale à — d. 
RÉSUMÉ. — 
us 
p > — Fa deux solutions. 


d? : 
p=— 7 une seule solution. 


FER —" pas de solution 


On remarquera que la plus petite valeur que puisse 
prendre p pour que le problème ait au moins une solu- 


2 
tion est + On peut donc dire que : le minimum du 


produit de deux nombres dont la différence est égale à d 


2 : 
est égale à + car il n'existe pas de nombres ayant pour 


2 
différence d et dont le produit soit plus petit que + 


287. — PROBLÈME II GÉNÉRALISÉ. — Trouver les deux 
dimensions d'un rectangle connaissant son périmètre 2p et 
un carré a de même aire. 
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La somme des deux dimensions cherchées est égale au 
demi-périmètre p, leur produit est égal à a. Nous sommes 
donc ramenés à trouver deux nombres connaissant leur 
somme p et leur produit a. Ces deux nombres sont 
racines (n° 263) de l'équation du second degré 

LP — px + a =o. 
Pour que cette équation ait des racines, il faut que le 
M2 


discriminant sn a? soit positif. 
Donc : 
: p? | ë 
Si Œ < une solution qui est un rectangle; 


2 
S1 a? _— une solution qui est un carré; 


Si a? À pas de solution. 


2 
Dans le cas où ar = le discriminant est en effet nul, 


les deux racines de l'équation sont égales, le rectangle a 
ses deux dimensions égales, c’est donc bien un carré. 

REMARQUE. — On voit que, pour que Île rectangle existe, 
il faut que l’on ait 


p° 
2 ÊtE 
a € 


le rectangle est un carré. 


ST 


ct, lorsque a? — 

On peut donc dire que : parmi tous les rectangles de 
même périmètre, celui qui a la plus grande aire est le 
carré, car il n’y a pas de rectangle ayant une aire supé- 


rieure à . qui est l'aire du carré de périmètre 2p. 
L'inégalité précédente peut encore s’écrire : 
PP > 40, ou p > 24, ou 2p > 44. 
Elle exprime alors que pour que le rectangle existe, il 


faut que le, périmètre 2p soit supérieur ou au moins égal à 
4a qui est le périmètre du carré donné. Lorsque 2p = 44, 
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le rectangle est le carré donné. Ceci exprime que : parmi 
tous les rectangles de même aire qu'un carré donné, c’est ce 
carré qui a le plus petit périmètre. 


288. — Cas où les valeurs de l’inconnue sont limi- 
tées. — Dans les exemples qui précèdent, le problème 
avait toujours des solutions lorsque l'équation avait des 
racines. La discussion se réduisait donc à reconnaitre le 
signe du discriminant. 

Mais il arrive souvent, surtout dans les problèmes d’ori- 
gine géométrique, que, pour qu'il existe une solution, il 
faut non seulement que l'équation du second degré ait 
des racines, mais encore que ces racines soient comprises 
dans certaines limites. 


Par exemple, si l’inconnue x est le côté d’un triangle dont on con- 
naît la somme s des deux autres côtés, une valeur de x ne sera 


acceptable que si l'on a 
TES, 


car dans un triangle un côté doit être plus petit que la somme des 


deux autres. 


Dans de pareils cas, la discussion consistera à recon- 
naître non seulement s'il existe des racines, mais encore 
si ces racines sont comprises dans les limites assignées. 

Par exemple, supposons que l’inconnue x satisfasse à 
une équation du second degré 


f(x)=0 


et que l’on sache, en outre, qu’il faut que cette inconnue 
soit plus petite qu'un certain nombre «. Il faudra alors 
voir si l'équation a des racines et, lorsqu'elle en a, com- 
parer ces racines au nombre «a. Nous sommes ainsi ramenés 
à traiter une question étudiée au n° 276. Cette compa- 
raison se fait en étudiant le signe de f (a). 


»:. OA T' on VO |, PRES at F4 . " 
e dE * 7 Y 
pe 
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Ia se place une remarque très importante. 


Nous avons vu (n° 275) que si f (x) est de signe contraire 
au signe du premier terme de f (x), on peut affirmer que 
l'équation a deux racines et que « est compris entre ces 
racines. Dans ce cas, on reconnaîtrait donc l'existence des 
racines sans avoir formé le discriminant. 

On conclut de là que, comme dans tous les cas on sera 
toujours obligé de calculer f(x), il y a avantage à faire ce 
calcul en premier car ainsi, lorsque af(x) <o, on évite le 
calcul du discriminant. 


289. — Résumé. — De ce qui précède, on conclut qu'il 
sera, en général, bon de suivre la marche que voici pour 
faire la discussion : 

Lorsque les solutions, pour être acceptables, dowent être 
comprises dans certaines limites : on substituera d'abord ces 
limites dans le premier membre de l'équation : 

1° Si l’un des résultats est de signe contraire au signe du 
premier terme, on peut affirmer que l'équation du second 
degré a deux racines et on connaît leur position par rapport 
aux limites (le calcul du discriminant est inutile). 

> Si les résultats de substitulion sont tous du signe du 
premier terme, il faut calculer le discriminant et ensuite 
comparer les limites à la demi-somme des racines. 

Appliquons ceci à un exemple. 


290. — PROBLÈME III. — Calculer les deux côtés de l'angle 
droit d'un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse a et 
la somme | de ces deux côtés. 

Soient æ et y les deux côtés inconnus, on devra avoir : 


x +y—=l, 
(1) 22 + Y— 2 
ER: 


De la première on üre : 


(2) | y=Îl— . 
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et, en portant dans la seconde, on obtient : 
Œt+(l— x — at, 

(3) DU 22%—2lx+P—a—=0o. 

De cette équation on tirera æ et, connaissant æ, la for- 
mule (2) donnera y. 

Discussion. — Pour que le problème admette des solu- 
tions, il faut qu’il existe des valeurs de æ et y positives 
vérifiant ces égalités (r) et (2). Or, pour que y soit positif, 
il faut que x soit plus petit que {. Donc il faut et il suffit 


que l'équation (3) admette des racines positives et plus 


petites que / 
o<L<l. 


Soit f (x) le premier membre de l'équation (3) 
f(æ)—=2a?—2lœ +l— a. 
Calculons f (0) et f (1). Nous avons : 
f (o)=P—«, 
f ()=B—a8. 


1 Sil<a,f(o)et f (l) sont tous deux négatifs, l’équa- 
tion (3) a donc certainement deux racines æ&’ etx”; et o et l 
sont tous deux compris entre ces racines. On a ainsi : 


FA Pt = à 


Aucune des deux racines ne convient, le problème n'a 
pas de solution. 


> Si l>a, f (o) et f (!) sont tous deux positifs, il faut 
alors former le discriminant. Or on a : 


19 — /2 _— 2 2\ — 2 . 
br—ac—t®—2(B—a)—=2a —Û&; 
pour qu'il soit posilif, il faut avoir : 
P <oaa? 
ou | L< ay. 


Si cette condition est remplie, l'équation a deux racines 
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æ' et æ” et aucun des deux nôémbres o et ! n’est compris 
entre ces racines. Comme la demi-somme des racines 


est ’ o est plus petit que la plus petite et ! plus grand 
que la plus grande. On a donc : 
Or Dei Die El 
Les deux racines sont acceptables. 
Le problème à donc, en apparence, deux solutions 
DEL er T ; 
DT ete 
Mais ces deux solutions ne sont pas distinctes; elles 


fournissent le même triangle. En effet, la somme des raci- 
_nes de l'équation (3) est L. 


On a donc D' +=, 


/ 


RE nt » JO 2 NT M Pme t 418 
Les deux solutions sont alors 


Datr ER RATE 
LT, Y—X , 





Vas, UT, 

Elles donnent bien le même triangle dont les deux côtés 
de l’angle droit sont x" et x”. 

Cas limites. — Si on avait /—a, l'équation (3) aurait une 
racine nulle. Il n’y aurait donc pas de solution à propre- 
ment parler. 

Si on avait /—ay>2 l'équation (3) aurait ses racines 
égales, on aurait 
ie triangle serait isocèle. 

Résumé. — La discussion précédente se résume ainsi 

l<a, pas de solution ; 
a<l<a V2, une solution ; 
La 2, pas de solution. 
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291. — Remarque. — On aurait pu résoudre le système 
d'équations (1) précédent d’une façon plus élégante, qui 
aurait conduit à une discussion plus simple. 

Si, en effet, on remarque que l’on a l'identité 

D? + Y$ + ay (x + y) 
on aura, en y remplaçant à? +1 et x + y par leurs valeurs, 
F HA CU Us 


PE — a? 
d’où l’on tire re : 





2 


On voit ainsi que æ et y sont deux nombres dont on 


2 2 





connaît la somme / et le produit : ce sont donc les 


2 
racines de l'équation du second degré : 


1 


mie + T0 





ou 2X2— 2x +l2— a —0o. 


On retrouve l'équation (3). Mais ici on voit qu'il suffit 
que cette équation ait deux racines positives. 
Pour que les deux racines existent il faut que 


<a? 


Pour qu'elles soient posihives il suffit que leur produit 
soit positif puisque la somme est positive. Ce qui donne 


SG. 
On voit alors que, pour qu'il y ait une solution, il fautet 
il suffit qu’on ait : 
a << <2a°? 
ou au<l«<a V2. 
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292. — Équation du second degré, dans le cas où 
l'inconnue est une variable restreinte. — Il peut 
arriver que l’inconnue choisie soit une variable qui ne 
peut varier que dans certaines limites. Dans ce cas, le pro- 
blème n’a évidemment de solutions que si les racines 
des équations trouvées sont comprises dans ces limites. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de résoudre 
l'équation : 

(1) 2 Sin? © — 7 Sin © + 3 — 0. | 

A cet effet, nous chercherons d’abord les valeurs de 
sin æ, considéré comme une inconnue; puis, Connaissant 
ces valeurs, nous obtiendrons, au moyen des tables, les 
valeurs correspondantes de l’arc æ. 

Or, comme sinæ reste toujours compris entre — r et 
+ 1, il n’existera des valeurs de æ vérifiant (1) que s’il 
existe des valeurs de sinæ comprises entre —1 et +r. 

Nous commencerons (n° 289) par substituer dans le 
premier membre de l'équation (1) à sinæ (et non pas à æ) 
les valeurs — 1 et + 1. La substitution de — 1 donne 
+ 12; celle de + r donne — 2. Il en résulte que l’équa- 
tion (1) a des racines en sinx; que + r est compris entre 
ces racines et que — 1 n’est pas compris entre ces racines. 
Il y a donc une seule racine comprise entre — 1 et +r, 
et c’est la plus petite : 

Dr NASA Er, 
4 2 
Il reste à trouver tous les arcs æ dont le sinus est 


Site 





19] 


Si æ désigne la longueur de l'arc, mesuré avec lé ravon 
) Y 


à DRE T 
pris pour unité, l’un de ces arcs est 5’ les autres sont : 
T De T 
== 2RR+E et æd—=(2 k + LT gr 
) 
293. — Remarque. — Ce que nous venons de dire ne 
s'applique évidemment pas au cas où l’inconnue serait 
tang æ ou cotx, car la tangente et la cotangente d’un arc 
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pouvant prendre toutes les valeurs possibles, il n’y a 
aucune discussion spéciale à faire et toute racine de 


l'équation du second degré fournit des valeurs pour lare. 

294. Progrème IV. — Étant donné un demi-cercle de diamètre AB, 
Lrouver sur ce demi-cercle un point M tel que si l’on abaisse de ce 
point la perpendiculaire MP sur le diamètre AB on ait 

AM + 2 AP— 7, 

l étant une longueur donnée. 

Prenons comme inconnue l’angle AOM—x+x sous lequel on voit l’are 
AM du eentre O du cercle. Dans un cercle de rayon 1, une corde 


est le double du sinus de la moitié de l'arc sous-tendu. Si donc on 
désigne par K le rayon du cercle, on à : 


AM—R sin. 
D'autre part, , 
AP— A0 — OP—R—R cos x —2R sin? =. 


On doit donc avoir : 





Hi ae 
4 Rsin-+2k sin =? 
Ÿ 2 


ot 
x T RE 
(1) 2 R sin?- + KR sin -—/—o. 
2 » 
Discussion. — Substituons, de suite, dans le premier membre 


— 1 et + 1 à sin-: La substitution de — : donneR — /; celle de +1 
2 


donne 3 R — /. 
1° si l> 3 R,ces deux résultats sont négatifs. L’équation (1) a deux 
racines qui comprennent — 1 et + 1. Le problème n’a pas de solution. 
2 SIR</<3R, le résultat de substitution de — 1 est négatif, 


celui de + x est positif. [y à une seule valeur de sin -comprise entre 
ie 


— 1 et + 1 et c’est la plus grande. Toutes les solutions sont don- 
nées par : 
RE R + VR2 + 8R4 
SIN = = et 
> 4 R 
3° Si L<CR, les deux résultats sont positifs, mais comme le produit 
des racines est négatif, l’équation (1) a deux racines de signes 
contrures, et toutes deux sont comprises entre — 1 et br. ya 
deux séries de solutions données par : 
CRE AORES VAE SRI 
sin v_ TRE VREBRI , 


2 4 R 
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ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 


271. Résoudre l'équation : 






































a+2 _3x+ 4 
IH2X 3+4x 
272. Résoudre l'équation : 
£ x 
T— 1 ee “4 
273. Simplifier et résoudre l'équation : 
æ 2 Le de S Lrem to ls dou LÀ 
2 3 x—1r  2{x—1) 2 3x—2 
274. Résoudre l'équation : 
ax b+x 5 
b+x 1 az 2 
275. Résoudre l'équation : 
2 I 
mr an 7 
276. Résoudre l'équation : 
5x +3 2E TS 
| T—1 x —2 
277. Résoudre les équations : 
10 
RAR Lette 7, 3T—1. HÉAUE 9 RUE 
DTMET =" ga ET ALT PRET EEE 
278. Résoudre l'équation : 
3ax?— 12% +11 I HA 3 
RE — 


279. Résoudre les équations : 
I 2 3 6x2 
stapitats Ghie+aets; 
z(2—2)(e—3)+o(e—3)(2—1)+e(e—1)(2—2) 
—3(x—1)(x —2)(xz—3). 
280. Kesoudre ies equations : 
I 1 a  a—1 T  A—I 


x 2 ï . —— 
aTv atope + Hero ANT 
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281. Résoudre l'équation : 
.(b+ax)(a—bx)+(c+bzx)(b—cx)+(a+cx)(c—ax)=o. 
282. Résoudre l'équation : 
1 +bx+ 
283. Résoudre les équations : 
2—9bx+bt— a —0o; 


(x+a)(x—b)(2a—x)—{x—a)(x +b)(2b— x); 


8 5% 
+ Ba = + 40. 


GA | 


a? a? 








d— LU at 





284. Résoudre les équations : 
MT dy Et Less 
5(x—3) 3(x—15) 4x—25° 
285. Résoudre les équations : 


(PH) =1+28 (m—n) x? 


M — x mn° m+n 


(a?= D?) x?—2ax+i1—=o. 





x 
— (mn) 2+m—n—=——. 
lets + m+n 


286. Résoudre les équations : 
L LA Lr ne a+b a+ce 2{a+b+c) 
Pt 0 ri PPT z+b<+c 
287. Résoudre l'équation : | 
(ea) (2 + ab) _(r—a)(a— a —b) 
(&+c){(x+ce+b) (x—c)(x—c—b) 
288. Résoudre l'équation : 








. 


. 


Re ——— : 
drame x — a + 





z—b 


e 
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS. 


289. Résoudre le système : 
T—Y=IÎLY ; 2 +Y—=72Y. 
290. Résoudre le système : 
b? b# 
ty=at Ti  2y=2 
291. Résoudre le système d'équations : 


6 
T+y—=5—ty; PTISES 
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292. Résoudre le système : 
æ (y +3) = 20; y(x +) —=18; 3(2+y)—= 14. 
293. Résoudre les équations : 
5(t+y)=xy; 24 +3y— 40. 
294. Résoudre : 
xz+y—=5; 72 —3y +5xy—2x—27—0. 
295. Résoudre le système : 


I I I il I 


: de - 
2 3 


Ù 
RME ITA TS 
296. Résoudre le systèm2 des trois équations : 


2 


ua: y b?: 


Ce 


al 


Quelles sont les limites entre lesquelles doit varier « pour qu'il existe des 
valeurs pour les trois inconnues x, y, z ? (a et b sont supposés constants). 
297. Résoudre le système d'équations : 


RS CURE 
SNA MSSTiTe 
298. Résoudre le système d'équations : 
L+Yy—XY; D+y=— y. 
299. Résoudre : 
zy+a(z+y)=p;s a +yf+b(r+y)=aQ 
300. Résoudre le système : 
t+y+r—=:1; gtstasti ax+by+cz=1. 
301. Résoudre le système des équations : 
MEy—L?—Y} = 1; mlay+bz)—2{(ax+by) = 
dans lequel les quantités à et b sont liées par la relation : 
mab—a—b?—= 1. 
302. Résoudre le système : 
15(x+y)—=8xy; x+y+a+y—=42. 
303. Résoudre et discuter le système : 


F es 





22 2 
Hi. 


a? 





RES 
304. Résoudre les FE : 


I I 2 
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305. Résoudre les équations : 
VLC 
140 La a à x—y—=a?— b?. 
ROIEU 
306. Déterminer m de façon que dans le système : 
(5m+4)x—{(2m+3)y——2, (3m—8)x+{(2m—i)y—= 18, 


y ait pour valeur 3 x. 


RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES 


307. Former l'équation du second degré qui a pour racines 


21 3 
= et Et, 
4 à II 
308. Former les équations du second degré ayant pour racines : 
2 et —3; —2 et +3; 
1— V2 et 1442; EH VT et —4— V7; 


(ab), et {[a—b). 
309. Former l'équation du second degré ayant pour racines le produit 
et la somme des racines de l'équation 
ax? + bx + c—o. 
310. x’ et x” étant les racines de l'équation 
ax? + bx +c—o, 
former l'équation du second degré admettant pour racines 
2 2 
d a" 


I — 


311. Déterminer les coefficients de l'équation 


a+ pr +q—0, 
sachant que le rapport de ses racines est égal à p et leur différence à 3 q. 
312. Sachant que x’ et x” sont racines de l'équation 


a? + px + qg —=0 
former une équation du second degré dont les racines soient 
L'EAU RARES TE 
313. Dans l'équation 
224 4 (p—2) 2+3p24+5—0 
déterminer p de façon que l’une des racines soit double de l’autre. 
314. Déterminer la valeur du paramètre £ dans l'équation 


a+ (3k+o)x Lt 2k—5—=o 


de façon que l’une des racines soit triple de l’autre. Valeurs des racines. 


Sr PR 


PE, 0: 
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315. Trouver une équation dont les racines soient les carrés des racines 


de l'équation 
Ja L4x+L2—o. 
316. Déterminer le coefficient m de facon que la différence des carrés 
des racines de l’équation 
a? — mx + 12 —0 
soit égale à 7. 
317. Etant donnée l'équation du second degré 
a? px + q —=0o 
dont les racines sont x’ et x”, on demande de calculer P et Q en fonction 
de p et g de façon à former une équation 


+ PX +0 —o 
dont les racines X’ et X” soient liées à +’ et x” par les relations 


/ 


VA 
) X!— ——. 
cr. RC on À 


x" 





AA 
X x! 


Que doivent être p et qg pour que l'équation en X soit identique 
l'équation en x? 
318. Résoudre l'équation 


2 (a+ b?)x2—3x+(a+b)—=0o 


a et b étant les racines de l'équation : 
p?— I 
ÿ° + py + — TL 


condition pour qu'il y ait des racines en «. 
319. On désigne par s et par p la somme et le produit des racines de 


l'équation 
ax? + bx + c—0, 
par s’ et p’ la somme et le produit des racines de l'équation 
a'a? + b'x+c—o 
et enfin par S et P la somme et le produit des racines de l'équation 
(a+ ka')a?+{b+kb')x+c+ke —o 
où k est un facteur inconnu. Déterminer X par la condition que 
P—p+p" 


et exprimer S en fonction de s, s’, p et p’. 
320. Étant donnée l'équation 
2? + px + q —0, 
on demande de déterminer p et q de façon que les racines de l'équation 
soient égales à p et à q. 
324. On porte sur une droite des longueurs OA, OA’ représentant les 


racines de l'équation 
ax? + bi +c—=o 


Te 
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et les longueurs OB, OB’ représentant les racines de l'équation 
a'x? + bxz+c'—=o. 
Quelle relation doit exister entre les coefficients de ces équations pour 
que l’on ait : 
A =IBXIB", 
étant le milieu de AA7? 


322. Soit AD la perpendiculaire abaissée de À sur la base BC du trian- 
gle ABC. On connaît le côté AB —5, le côté AC —; on sait de plus que 


139 
le produit des deux segments BD et DC de la base est égal à a" Calculer 


la longueur de la base. 


? 


TRINÔME DU SECOND DEGRÉ 
323. Décomposer en facteurs du premier degré les trinômes suivants : 
æ?— 13x + 30; 
22? L10€7— 72; 
244? — 10% +1; 


4abx? — 2 a (a + D?) x + a°b; 
b 
#4 (442) +1. 


324. Simplifier les expressions suivantes : 


2?2—9 d?—67— 27. 
a+ 4x — 21" a? + 9x + 18? 
2A2+IT— 15. ax5 + 2 ax? + a?x 
84? — 14x +3? ax?— a  ? 


(x? +3x— 4) (ax? — 4x —5) 


(x? — 1) (x? — x — 20) 
325. Simplifier les expressions suivantes : 


a +5x +6 ; 2? — ax —6a? 


a?—xV3—3V3+3zx 2 — jar + 120? 
(12 a2— x — 6) {x —18x + 77). x—2bx—/a(a—2b)—3b% 
(x? — 10%— 11) (32° + 5x +2)? a? — 4 ax — b? + 4 a? , 


— (a? + b)x—o {at + D?) +5 ab 
2? — 3 ax + 2 a* + ba? —b) ‘ 


326. Quelles valeurs faut-il donner à x pour que le trinôme 


a?— 3x +2 


reste compris entre o et 6? 
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327 Quelles conditions doit remplir le nombre n pour que, quelle que 
soit la valeur attribuée à x, le trinôme 


a?+2x+n 
soit supérieur à 10? 
328. a, b, c étant des nombres donnés tels que l’on ait 
a2>b?>e?, 
on considère l'équation 
(b+-c) (x —b) {x —c) + {e + a) (&— c) (x — a) 
(a+ b)(x—a)(x—b)=o. 
Montrer que cette équation a une racine comprise entre a et b. 8 
329. Quelles valeurs faut-il donner à #2 pour que le trinôme 


(m+i)x?+ mx+m 
reste négatif quel que soit +? 
330. Etant donnée l'équation 
æ?—2mx—{(1—m?)=0, 
déterminer les limites entre lesquelles doit être comprise une valeur numé- 
rique attribuée à #7 dans cette équation pour que les racines soient elles- 


mêmes comprises toutes deux entre — 2 et +4 
331. Quelles valeurs faut-il attribuer à # pour que le trinôme 


(m+i)x?—2{m—1)x+3m—3 


soit négatif pour toutes les valeurs de x? 
332. Discuter les racines de l'équation 


(a®—a—2)x?+2{(a—ri)x+2—=o 


dans laquelle & est un nombre donné quelconque. Dire ensuite comment il 
faut prendre a pour que cette équation ait une racine et une seule com- 
prise entre — 1 et +1 

333. Discuter l'équation du second degré 


Ra? + [dd —(R?+72)]x +r2—o. 
334. Discuter l'inégalité du second degré 
Ra? EL [d— (RH r2)]x +r?> o. 
Si l’on suppose que d est la distance des centres de deux cercles de rayons 


R et r, énoncer les résultats en langage géométrique. 
335. Pour quelles valeurs de x le trinôme 


æ?—8x—+o 
est-il compris entre 5 et 8? 
336. Quelles valeurs faut-il donner à # pour que le trinôme 


{m—2)x? + 2{2m—3)x + 5m—6 


reste positif quel que soit x? 
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337. Trouver les limites entre lesquelles À doit être compris pour que 
l'inégalité 
3 
t+ohz+h> = 
soit vérifiée pour toutes les valeurs réelles de +, positives ou négatives. 
338. Résoudre l'inégalité 
(a—2)x?—G6r+5<o. 
339. Existe-t-1l des valeurs de mn telles que le trinôme 
(m?— 5m—3)x?—2m—2r+4 


soit négalif quel que soit æ? 
340. Discuter les racines de l'équation 


mx?—{(2m+i)x+3m—I1—=o 


quand m prend toutes les valeurs possibles. Signes des racines. 
344. Résoudre et discuter 


({m—2)r?+L{(m—S)x+m—,—=o. 

342. Résoudre et discuter 

(m—1)x?+o{m+i)x+m—=o. 
343. Discuter les racines de l'équation 

(m—5)x?— ymax+[m—2)—=o. 
344. Étant donné le polynôme 

ax?+bx+e, 
déterminer la quantité À par la condition que le polynôme 
ax? +br+c+A(x?+i) 


soit un carré parfait. Démontrer que l'équation en X a ses racines réelles. 
345. Démontrer que l'équation 


(x—a)(x—b)—c?—=o 


a toujours ses racines réelles. Peut-elle avoir ses racines égales et de 
signes contraires ? 
346. Démontrer que l'équation du second degré en x 
a? b2 
LZ—p  x—q 
a toujours ses racines réelles quelles que soient les constantes 4, b, p, q 
347. Démontrer que si l'équation 


L+ px + q—0 


a ses racines réelles, l'équation 


æ?+paz+q+(xta)(2x +p)=o 


a aussi ses racines réelles, quel que soit a. 








—1—=0 


À à * 44 
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348. Trouver la condition pour que 
(a+ 0x + (a+ b'x) 
soit le carré d'une expression du premier degré en x. 
Montrer que si 
(a bx+{(a +b'x$ et (a+crx?+la +cx). 
sont ainsi des carrés parfaits, il en sera de même de 
(b+cx? + (b'+c'x). 
349. On donne l'équation 2? + px + q = 0. 
Déterminer p el g de façon que si +’ et x” sont les racines de cette 
équation, on ait 
AR IÈE 1 


nat 2 Ale Q'e CE FA 
Loto D Aie oh DR 


350. Former, résoudre, puis discuter suivant les valeurs de m ‘’équation 
qui donne les valeurs de + qui satisfont aux trois équations aux trois incon- 
nues æ, y, +. 

y+2r—=(m+i)x — 4m, 
Yy += MX —2mM—I, 
Y—22Hory—axz—x—2y +8m —8m—2—0. 
(École des Beaux-Arts.) 
354. Comment faut-il prendre X pour que l’une des racines de l'équation 
3ax?+(k—1i)x+3k+2—o 
soit supérieure à 3, ct l’autre inférieure à 2? 
352. Comment faut-il prendre m pour que les racines de 
(in H ra? — 3 max + 4m —=o 


soient réelles et supérieures à — 1? 
353. Déterminer m de facon que les racines de l'équation 


(m2? + 3m+3)x(x +1) +m?=o 
I 
comprennent — “ 


354. En désignant par me un nombre quelconque positif on négalif, cher- 
cher, suivant la grandeur de #», le nombre des racines de l'équation 


3(m+1)2x?—3(3m<+2)x+2(3m+2)—o 
qui sont comprises entre — 1 et +7. 
355. Que faut-il pour que les racines de l'équation 
ax? +Lbxtc—2a—o 


soient toutes deux plus grandes que 2 ? 


356. Résoudre 
ax 


T— a 


+ x = b. 


Discuter. Que faut-il pour que les deux racines soient supérieures à 104? 





«Y 
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357. Résoudre et discuter l'équation : 
(m—1)x?—02{m—2)x+3{(m+3)—=0o; 
signe des racines selon la valeur de m. 
358. a et b étant donnés, entre quelles limites m doit-il être compris 
pour que l'équation 
I 


I 
dé ee Le a 


I 
+ 

ait ses racines réelles? 
359. Condition de réalité des racines de l'équation 


(3kHr)a?—{(4k+i)x +i2k —o. 
Limites de Æ pour que les racines soient supérieures à 2. 
360. Résoudre et discuter l'équation 


a? + 4 max + 2m? + 3m—1—o. 
364. Discuter les racines de l'équation 
{on — 2)? — Gmx + 2m — 10 —0. 
362. Résoudre l'équation 
a(i—sin?x) +{(2a?—a+i)snx—3a+1—=o. 
363. Résoudre l'équation 
m sin? æ — (m— 2)sinx+3=o 
364. Résoudre et discuter l'équation 
Ninon 
2—sinx 
365. Résoudre et discuter 
2 Sin? x 
ques = 
366. Résoudre et discuter : 
m?sin?x — 2sinx — 3 —0. 
367. Résoudre et discuter : 
à m?sin?x — 3 sin æ + 2 —0 
368. Résoudre et discuter : 
1— 2 k —{(cosx — mk)cosx. 
369. Résoudre et discuter l'équation : 
sin?æ + 2 (2m — 1) sin æ + 3 m°? + 5 — 0. 
370. Résoudre l'équation : 
(34— 1)sin?x +o2snx+4k—1—o. 
371. On donne l'équation du second degré : 


y? + (1 —e)ax? = «(1 — e?) 
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dans laquelle a et e sont des constantes, e étant inférieur à 1, et les deux 
relations : 

æ— ae +-r cos V, 

y =? sin V, 
dans lesquelles r et V sont deux nouvelles variables. On demande d'ex- 
primer r le plus simplement possible en fonction de V. 


PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE 


372. Un nombre est formé par le produit de 3 nombres entiers consé- 
cutifs, et la somme des quotients que l’on obtient en divisant ce nombre 
par chacun de ses facteurs est 47. Trouver ce nombre. 

373. Étant donnée une ligne de longueur a, on en prend le milieu et 
on la prolonge. Trouver la longueur de la partie prolongée de telle ma- 
nière que le rectangle ayant pour dimensions la moitié de la ligne donnée 
ct l’autre moitié augmentée de la partie prolongée, soit équivalent au carré 
construit sur la partie prolongée. 

374. Trouver un nombre tel que son carré augmenté de son cube donne 
une somme égale à 9 fois le nombre suivant. 

375. Trouver deux nombres entiers consécutifs dont la somme des carrés 
soit égale à 15 313. 

376. Une personne ayant acheté un objet le revend 21 francs; elle perd 
autant pour cent sur l'objet qu'il lui a coûté de francs. Quelle somme 
perd-elle ? 

377. Une personne veut partager 380 francs entre un certain nombre de 
pauvres; au moment du partage, surviennent 6 autres pauvres et il en 
résulte que la part de chacun est diminuée de 4,80. Combien y avait-1l 
de pauvres au commencement? [Interpréter la solution négative. 

378. Dans une salle de concert, 800 personnes sont assises sur des bancs 
d'égale longueur, S'il y avait eu 20 bancs de moins, il aurait été nécessaire 
de faire asseoir 2 personnes de plus sur chaque benc. Trouver le nombre 
de bancs. 

379. Trois nombres sont entre eux comme 6, 4 et 10 et la somme de 
leurs carrés est égale à 342. Trouver ces nombres. 

380. Trouver 3 nombres entiers consécutifs tels que leur produit égale 
5 fois leur somme. 

381. Partager le nombre 8 en deux parties telles que la plus grande 
soit moyenne proportionnelle entre le nombre entier et la plus petite. 

382. Quelle est la base du système de numération dans lequel le nom- 
bre 417 du système décimal s'écrit 513 ? 

383. Les deux nombres 1141 et 634 appartenant à un système de numé- 
ration dont la base est inconnue ont pour différence 102 dans le système 
décimal. Quelle est la base du premier système ? 

384. Une personne avait prêté 20 000 francs à un certain taux pour 
5 ans ; elle reçoit le capital augmenté de ses intérêts simples et replace le 
tout à 1 0/, de moins qu'auparavant et en retire un revenu de 1000 francs. 
Quel était le taux primitif ? 
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; mere 6 
385. Un terrain rectangulaire a une largeur égale aux de sa lon- 


gueur. Le propriétaire en garde pour lui-même une portion rectangulaire 
dont la longueur a 30 mètres de moins que la longueur primitive et dont 
la largeur n'est que les e de ce qu'elle était d’abord. II vend le reste à 
raison de 6840 francs l'hectare et emploie le montant de cette vente à 
l'achat de 174 francs de rente 3 ©}, au cours de 102,60. Quelles étaient 
la longueur et la largeur du terrain primitif? 

(On ne tiendra compte ni des frais, ni du timbre.) 

(Certificat d'ét. supérieur, Seine). 

386. Un trapèze rectangle a pour bases B et b et pour hauteur A. Cal- 

culer le rayon du cercle équivalent. 


Application Bb 12",10 bg nn; 


387. Quel doit être le rayon d'un cercle pour que la surface du carré 
inscrit soit de 86m?,509 ? 

388. Trouver cinq nombres entiers consécutifs tels que la somme des 
carrés des deux plus grands soit égale à la somme des carrés des trois 
autres. 

389. Trouver sur une droite AB de longueur a un point M tel que le 
produit des segments AM et BM soit égal à la moitié du carré de a. 

390. On considère un triangle rectangle isocèle; sur l’un des côtés de 
l'angle droit on construit, extérieurement au triangle donné, un triangle 
équilatéral et sur l’autre côté de l'angle droit un carré; on joint les deux 
sommets voisins de ces deux figures et l’on demande de déterminer les côtés 
du triangle primitif de façon que la surface totale de la figure obtenue soit 
égale à a?. 

391. On donne un angle droit x0y; on porte sur Oy une longueur 
OB— h, puis à la suite une longueur BC— m. Déterminer sur Oz la lon- 
gueur OA de telle sorte que les deux angles CAB et BAO soient égaux. 


PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ A PLUSIEURS INCONNUES 


392. La somme de deux nombres est 6 fois plus petite que la différence 
de leurs carrés, et la somme des carrés est 306. Quels sont ces nombres? 

393. Trouver deux nombres tels que leur différence, leur somme et 
leur produit soient entre eux comme 2, 3, 5. 

394. Le rapport de deux nombres est 6 et la somme de leurs carrés est 
592. Quels sont ces nombres ? 

395. La somme de deux nombres est 28, et la somme de leurs carrés 
surpasse de 36 le double du produit de ces nombres. Trouver ceux-ci. 

396. Si au produit de deux nombres on ajoute le plus grand, on obtient 
855; mais si au même produit on ajoute le plus petit, on ne trouve que 
828. Quels sont ces nombres ? | A Déstaré ‘ 





EXERCICES. 2955 


397. La somme des carrés de deux nombres est 4ro. Si l’on diminue le 
plus grand de 4 et qu'on ajoute 4 au plus petit, la somme des carrés des 
deux résultats est de 394. Quels sont ces nombres? 

398. Trouver deux nombres tels que leur produit soit égal à 531 et que 
l'excès du premier sur le double du second soit 41. 

399. Trouver un nombre de deux chiffres tel que, divisé par le produit 


; é 16 ’ EC 
de ces deux chiffres, il donne Z Pour quotient et que si l'on en retran- 


che 9 on obtienne le nombre renversé. 

400. Deux mobiles M et N partent de deux points À et B et vont à la 
rencontre l’un de l'autre, d’un mouvement uniforme. M se met en mou- 
vement 5 secondes après N et parcourt 4 mètres de plus que lui par 
seconde. 1ls se rencontrent au milieu de AB dont la longueur est de 
1200 mètres. Quelle est la vitesse de chaque mobile ? 

404. Un nombre est composé de trois chiffres. Le carré du chiffre des 
dizaines est égal au produit des chiffres extrêmes augmenté de 4. La diffé- 
rence entre le double du chitfre des dizaines et celui des unités est égale 
au chiffre des centaines, et quand on écrit les chiffres de ce nombre dans 
un ordre inverse, on obtient un second nombre qui, retranché du premier, 
donne pour reste 390 augmenté du chiffre des dizaines commun à ces 
aeux nombres. Trouver ce nombre. 

402. L'escompte d’un billet de 2 460 francs est 677,65. Si l'échéance 
était rapprochée de 55 jours et le taux augmenté de 1,5 °/,, l'escompte res- 
terait le même. Trouver le taux et l'échéance. 

403. On a acheté du blé pour 540 francs; si chaque sac avait coûté 
3 francs de moins on aurait pu en acheter 2 sacs de plus. Combien a-t-on 
acheté de sacs et quel est leur prix d'achat? 

404. Un marchand a deux pièces de vin; la contenance de la première 
est à celle de la deuxième comme 5 est à 4. Le litre de la première coûte 
autant de demi-centimes qu'il y a de litres dans la pièce; le litre de la 
deuxième coûte of',25 de moins que le litre de la première. La valeur 
totale des deux pièces est de 43of',10. Combien contient chaque pièce ? 

(Examen d'élève mécanicien de la marine). 


405. Deux ouvriers ont travaillé chez un même entrepreneur; le pre- 
mier a reçu 125 francs pour un certain nombre de journées de travail et le 
second, qui a travaillé 5 jours de moins que le premier, ne reçoit que 
60 francs. Si le second avait travaillé tous les jours et que le premier eût 
manqué 10 jours, ils auraiént reçu la même somme. On demande combien 
de jours chacun d'eux a travaillé et le prix de la journée de chacun. 

406. En parcourant une distance de 2730 mètres, les roues de devant 
d’une voiture ont fait 392 tours de plus que les roues de derrière. Si l'on 
augmentait le rayon de chaque roue de facon que leur circonférence aug- 
mentät de o,3, les roues de devant ne feraient plus, sur la même dis- 
tance, que 325 tours de plus que les roues de derrière. Quelle est la cir- 
conférence de chaque roue ? 

407. Deux ouvriers doivent creuser un fossé; le premier en fait la 
moitié et ensuite le seçond fait Ie reste; ils emploient alors 25 heures, Si 
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les deux ouvriers travaillaient ensemble, ils auraient fini en 12 heures. 
Combien de temps chaque ouvrier mettrait-il pour faire seul l'ouvrage 


entier ? 

408. Deux ouvriers A et B ont reçu pour de l'ouvrage fait, le premier 
30 francs et le second 14 francs, ce dernier ayant travaillé trois jours de 
moins que le premier. Si À avait travaillé 2 jours de moins et B 5 jours 
de plus, ils auraient reçu la même somme. On demande le nombre de 
jours de travail et le prix de la journée de chacun. 

409. Deux ouvriers reçoivent l’un une somme de 80 francs, l’autre une 
somme de 45 francs; le premier a travaillé 5 jours de plus que l'autre. 
Si le nombre de jours de travail était mterverti, les deux ouvriers rece- 
vraient autant l’un que l’autre. Combien chacun a-t-il travaillé de jours? 

410. Un batclier descend une rivière de 240 kilomètres; il la remonte 
ensuite en mettant 2 jours de plus parce que, chaque jour, il fait 6 kilo- 
mètres de moins qu'en la descendant. Combien a-t-il mis de jours pour 
descendre ? 

411. Deux fermiers ont vendu ensemble pour 1350 francs de blé, Le 
premier a vendu 5 hectolitres de plus que l’autre; si chacun d'eux avait 
vendu ce qu'a vendu l'autre, le premier aurait reçu 540 francs et le second 
840 francs. Combien d'hectolitres chaque fermier a-t1l vendu, et à quel 
prix ? 

442. Un commerçant avait acheté pour 1 800 francs de drap, et il con- 
state à la livraison de sa marchandise qu'on lui a expédié par erreur du 
drap valant 2,50 de moins par mètre, mais que la pièce fournie renferme 
15 mètres de plus qu'il n'en avait acheté. Il consent à garder ce drap pour 
le prix convenu; on demande la longueur de cette pièce de drap et le prix 
du mètre. 

413. On peut payer exactement une somme de 70616 francs soit au 
moyen de pièces d'or anglaises appelées souverains, soit ai moyen de 
pièces d'or portugaises appelées couronnes. On sait que le nombre des 
souverains dépasse de 1539 unités celui des couronnes, et que la valeur 
de 100 couronnes dépasse celle de 200 souverains de 556 francs Calculer 
les valeurs, en francs et fractions décimales du franc, de ces ceux espèces 
de monnaie. 

414. Trouver un nombre de trois chiffres sachant que le chüffre des 
dizaines est moyen proportionnel entre les deux autres; que l'inverse du 
chiffre des centaines est égal à l'inverse du chiffre des dizaines plus deux 
fois l'inverse du chiffre des unités; que le chiffre des unités est égal au 
produit des deux autres. 

415. On remet à un banquier deux billets : l’un de 550 francs payable 
dans 7 mois, l’autre de 920 francs payable dans 4 mois. Le banquier es- 
compte ces billets d’après la méthode rationnelle et donne pour le tout 
1200 francs. On demande quel est le taux annuel de l'intérêt d'après 
lequel les billets ont été escomptés. 

446. On donne deux rectangles de même périmètre; les côtés de l’un 
sont 8 et 4, la surface du second est la moitié de la surface du premior. 
Calculer ses côtés. 
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417. Trouver deux nombres dont la somme soit égale à 9 fois la diffé- 
rence et dont le produit diminué du plus grand nombre soit 12 fois le 
quotient du plus grand nombre par le plus petit. 

418. Les 3 côtés d'un triangle sont GE par 3 nombres entiers 


consécutifs ; la surface de ce triangle est les = 2 du produit des plus grands 


côtés. Calculer les 3 côtés et la surface de ce be. 

419. Trouver deux nombres multiples consécutifs de 5, dont le produit 
soit 6 fois plus grand que la somme. 

420. Étant donné un demi-cercle 9 de diamètre AB— 2R, calculer la 


_ corde AM de façon qu'en abaissant la perpendiculaire MP sur AB on ait 


AM—PB. 
ip ? 





Calculer dans ce cas le r 





421. La surface d'un trapèze est équivalente à celle d’un rectangle con- 


struit sur les deux bases; le triple de la petite base augmenté de la 


grande donne une longueur égale à 4% fois la hauteur du trapèze qui est 
de 18 mètres. Calculer les bases de ce trapèze. 

422. Le périmètre d’un triangle rectangle est de 208 mûtres; la somme 
des côtés de l'angle droit surpasse de 30 mètres la longueur de l'hypo- 
ténuse. Quels sont les trois côtés ? 

423. La surface d'un triangle rectangle est de 6 décimètres carrés; si 
l'on construit avec les trois côtés de ce triangle comme arêtes un parallélé- 
pipède rectangle, le volume de ce solide serait de 60 décimètres cubes. 
Quels sont les côtés du triangle ? 


DISCUSSIONS 


424. Étart donné un demi-cercle de diamètre AB — 2R et de cen- 
tre O0, mener par le point A une corde AC telle qu’en abaissant de O sur AC 
la perpendiculaire OD on ait 


AC? + OD? tt 


425. Étant donné un demi-cercle de rayon R, calculer la longueur d’une 
corde MN parallèle au diamètre AB et telle que 


\ AM°+MN°+ NB —4a. 

Discuter le problème. Prendre pour inconnue la moitié de MN. 

426. Étant donné un demi-cercle de rayon R, trouver sur le diamètre 
AB un point C tel qu'en décrivant sur AC et BC comme diamètres des 
demi-cercles à l’intérieur du demi-cerele donné, la surface comprise entre 
les trois courbes soit équivalente à celle d'un cercle de rayon a. 

427, Étant donné un quart de cercle et les rayons rectangulaires OA et 
OB, trouver sur l'arc un point M tel qu'en abaissant la perpendiculaire MP 
sur OB, et joignant AM, on ait ; 


MP =AM, 
BOURLET, == PRÉC, D'ALGÈBRE, 47 
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428. Étant donné un cercle O, trouver un point M tel qu'en menant les 
tansentes MA et MB au cerele, la surface du triangle MAB soit dans un rap- 
port donné Æ avec celle du triangle OAB. 

429. On donne un triangle OAB, rectangle en O0 et tel que OB— 204. 
On demande de trouver sur l’hypoténuse AB, entre A et B, un point M tel 
qu'en abaissant les perpendiculaires MP sur OA et MQ sur OB, puis construi- 
sant extérieurement au triangle les carrés OPHK et OQTS, l'aire limitée 
au contour MPHKOSTQ soit égale à une valeur donnée me. 

430. Etant donné un triangle rectangle ABC, chercher sur le côté AB de 
l'angle droit À un point M tel que l'on ait : 

AM? + BW° + CM — #2. 

434. On donne la base BG—2a et la hauteur À d'un triangle isocèle 
ABC. Trouver sur le côté AB un point M tel qu'en menant MN parallèle 
à BC et MP perpendiculaire à BC, la surface du trapèze rectangle MNCP 
soit une fraction donnée #2 de la surface ABC. 

432. On donne un triangle ABC rectangle en A et dont l'angle C est 
de 300, Calculer BM de facon que si on abaisse MP perpendiculaire sur 
l'hypoténuse, les triangles BMP et AMC soient équivalents. Calculer le 

BM 
rapport ii dans cette hypothèse, 3 

433. Étant donné un demi-cérele de centre O0, de diamètre AB,on méne 
les tangentes en A et B. On demande de mener une troisième tangente CD 
telle que le trapèze ABCD ait une surface donnée. 

434. Dans un triangle ABU cn donne BU — 24 

2AB+HAC—5a 
; AB° = AC? ad! 
calculer AB et AC. 

435. Étant donné un cercle de rayon R cangent à deux droites rectan- 
gulaires OX, OY, trouver sur le cercle un point M tel qu'en abaissant les 
perpendiculaires MP sur OX et MQ sur OY, le périmètre du rectangle 
OPMQ soit égal à GR. 

436. On donne un triangle; déterminer un point sur la base, tel que, si 
l'on mène par ce point des parallèles aux deux autres côtés, le parallélo- 
gramme ainsi formé ait une aire équivalente à la moitié de celle du triangle. 

437. Dans un triangle rectangl:, on connaît les côtés de l'angle droit b 
et c. Déterminer sur l'hypoténuse un point tel que la somme des carrés de  » 
ses distances aux deux côtés donnés soit égale à m°?. — Discussion. 

438. Soit un carré ABCD; on diminue le côté AB de 2 mètres et le 
côté AD de 1 mètre et sur les longueurs obtenues comme restes on construit 
un rectangle R. On augmente le côté AB de 4 mètres et on diminue AD 
de 5 mètres et sur les longueurs obtenues on construit un second rectan- 
gle R’. Déterminer le côté du carré de manière que le rapport de la sur- 
face R à la surface R’ soit égal à un nombre donné ». | 

439. Étant donnés sur une droite 4 points équidistants À, B, C, D, trou- 
ver sur celte droite un pont M tel que l’on ait 


MA? MB? -E MC? + MD°— #2, 
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440. On donne un rectangle et on demande de diminuer ses côtés d'une 
même longueur de façon que le rectangle formé avec les nouvelles dimen- 
sions soit une fraction donnée m du premier. 

441. Étant donné un demi-cerele décrit sur AB comme diamètre, 
on considère un cercle C, intérieur au demi-cercle donné, tangent à 
ce demi-cercle et tangent au diamètre AR; soit M le point de contact 
avec AB; on demande de déterminer le point M de telle sorte que, si 
on ajoute à la longueur AM le diamètre du cercle C, on obtienne une 
somme égale à la longueur donnée a; on désignera par R le rayon du 
cercle donné. 

(Certificat d'aptitude au professorat des écoles normales) 

442. Soit un rectangle ABCD. Sur DC comme diamètre, on décrit le 
demi-cercle DEC à l'extérieur du rectangle. On considère la figure limitée 
par le demi-cercle et les trois côtés DA, AB, BC du rectangle. Déterminer 
AB— x, BC—7y de façon que le périmètre de la figure considérée soit 
égal à p et sa surface égale à 42. Conditions de possibilité. Distinction des 
cas où il y a une ou deux solutions. Quelle relation faut-il établir entre p 
et Æ pour que le rectangle se réduise à un carré? 

443. On donne un angle droit XOY et un point P sur la bissectrice de 
cet angle. Mener par le point P une droite rencontrant OX en A et UY 
en B telle que la surface du triangle OAB soit équivalente à celle d'un 





444. On connaît dans un triangle rectangle, l'hypoténuse a et la somme 
b des deux côtés de l'angle droit; calculer ces côtés. — Discussion. 

445. Étant donnée une droite AB de longueur a, trouver un point M 
sur cette droite tel que l'on ait 

AM? + 3BM°—%2 
k? étant une quantité donnée. — Discussion. 

446. On donne deux droites parallèles X et Y dont la distance est d, ct 
deux points À et B sur X; AB—2a. Trouver sur YŸ un point M tel que 
l'on ait 

MA — 2MB. 
‘ On prendra comme inconnue la distance OC du milieu O de AB au pied 
C de la perpendiculaire abaissée de M sur X. 

447. On donne la base 24 et la hauteur 2b d'un rectangle ABCD. On 
demande de tracer un cercle tangent aux deux bases de ce rectangle de 
facon que la surface de ce cercle soit moyenne proportionnelle entre les deux 
portions de la surface du rectangle situées de part et d'autre du cercle. 

448. Étant donné un rectangle ABCD, on porte à partir de chacun des 
sommets, sur chaque côté et dans le même sens des longueurs égales 


AM — 


On obtient amsi un parallélogramme MNPQ intérieur au rectangle. Déter- 





: 3 
miner AM de façon que la surface de ce parallélogramme soit les n de celle 


du rectangle, 
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449. On donne un cercle O de rayon R et un point À sur ce cercle. 
Mener par ce point A deux cordes égales AC et AD telles que l'on ait 


AC? + AD° LCD? — 4 mn. 


Discuter. 
450. Étant donné un demi-cercle AOB, on propose de trouver sur le dia- 


mètre AB un point P tel que si par le point P on élève la perpendicu- 
laire sur le diamètre AB, qui rencontre le cercle en N et qu'ensuite par 
le point N on mène la parallèle à AB coupant le cercle en M on ait 


2 AM° + PM° — #9, 


E? étant unê quantité donnée. 

451. Etant donné un demi-cercle de diamètre AB, on demande, de trou- 
ver sur celte courbe un point M tel qu'en joignant MB et abaissant de M la 
perpendiculaire MC sur la tangente en A, on ait : 


MB? % MC? — 2 AB’, 


k étant un nombre quelconque. 

452. Élant donné un demi-cercle de diamètre AB et de rayon R, déter- 
miner sur ce diamètre un point C tel qu'en élevant la perpendiculaire CD 
à AB, rencontrant le cercle en D, la médiane DM du triangle rectangle ACD 
ait une longueur donnée. 

453. On donne un cercle et une tangente. On demande de mener une 
corde CD parallèle à la tangente telle que, si on abaisse les perpendiculaires 
CA et DB sur la tangente. le rectangle ABDC ait sa diagonale de longueur 
donnée. 

454. On donne un demi-cercle de diamètre AB — 2 R. Trouver un poin 
M sur la courbe tel que si on joint AM et si on abaisse MP perpendiculaire 
sur la tangente en B, on ait 


AM + MP — a. 


Discuter le problème.— On prendra comme inconnue la Ro. ANS 
455. Étant donné un cercle de rayon R, calculer la hauteur AD d'un 
triangle isocèle de base BC inscrit dans ce cercle sachant que 


AB : AC + BC? — o?. 


£ 


ÉQUATIONS IRRATIONNELLES. 


456. Résoudre les équations : 


a V4 ER 10; æ+ 100 Ex? 26 
457, Résoudre les équalions : 
PENATETE 10} æ + VT00 = €? == 25 


a+V2z—3=4; aVIE=I= 1, 


Le bit aid. mn Ù ets à 


\ 
dit... soute.  , à 2 


+ 
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458. Résoudre les équations : 
3x—17— V2? — 507 + 79; gæ—1—=Vat+gx+ io. 


459. Résoudre les équations : 
Vaz+E8+VrE5—7; Var Ex V28+oz—i; 
V3z—5— I + Vaz—5. 


460. Résoudre et discuter l’équation : 


V3+Exz+V5+z—m. 


461. Résoudre et discuter l'équation : 
V3z—at2x—a—0o. 
462. Résoudre et discuter l'équation : 


2x — 3a——\/x— a. 
463. Résoudre et discuter l'équation : 


Lx — Via — a —4a. 

464. Calculer les 3 côtés d’un triangle, sachant que ces côtés sont trois 
nombres entiers consécutifs et que la surface du triangle est égale au 
triple produit du côté moyen par la différence des côtés extrèmes. 

465. Étant donné un carré ABCD de côté a, trouver sur la diagonale AC 
un point M tel qu'en abaissant la perpendiculaire MP sur AB et me- 
nant MD, on ait : 


MP+MD—°£. 


466. Étant donné un rectangle ABCD, trouver entre A et B un point E 
tel qu’en menant EF parallèle au côté AD, on ait : 


nn 

EB 3 
467. On donne un cercle O de rayon R, et un diamètre AB. Déterminer 
la distance BI — x de façon qu’en élevant la perpendiculaire IE à AB et 


menant en E la tangente au cercle jusqu’à sa rencontre en \F. avec le dia- 
mètre AB, on ait : 


EF—EI+IRB. 


468. Étant donnés un cercle et une droite, mener une corde parallèle à 
la droite de telle sorte qu'en abaissant des extrémités de la corde des per- 
pendiculaires sur la droite, on forme un carré. 

469. Étant donné un demi: cercle de rayon R, de diamètre AOB, trouver 
sur AB un point C tel qu'en élevant en P la perpendiculaire à AB jusqu’en D 


sur le cercle, puis menant AD, on ait la relation : 


AD + BC — 4, 


L'étant une longueur donnée. Discussion. 
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470. On donne un demi-cercle de diamètre AB, de rayon R. Déterminer 
sur AB un point C tel qu'en élevant la perpendiculaire CD à AB jusqu'à sa 
rencontre avec le cercle on ait : 


AC AD — /, 


L étant une longueur donnée. — Discuter. 

474. On donne un demi-cercle AOB de rayon R ét la tangente en B à 
l'extrémité B du diamètre AB. Trouver sur le demi-cerele un point M tel 
qu’en abaissant la perpendiculaire MC sur la tangente BC, on ait : 


AM + 2 MC— !, 


L'étant une longueur donnée. — Discuter. — Prendre comme inconnue la 
distance de M à la tangente en B. 

472. Étant donnés un demi-cercle O et son diamètre AB, on pro- 
pose de trouver sur la courbe un point M tel que, en abaissant la per- 
pendiculaire MP sur AB la somme MP -L AP soit égale à une longueur 
donnée. 

473. Étant donné un cercle de centre O et de rayon R et un point À 
dans son plan, tel que OA —2R, déterminer sur OA un point M tel qu'en 
élevant la perpendiculaire MB à OA, rencontrant le cercle en B, on ait : 

AM + 2 MB — L. 

474. Dans un cercle de rayon R, calculer la longueur d une corde telle 
que la somme de la lngueur de cette corde et de sa distance au centre soit 
égale à a. Calculer la corde et sa distance au centre lorsque a est le plus 
grand possible. 

475. Calculer l'hypoténuse d’un triangle rectangle dont on donne l’un 
des côtés a de l'angle droit et dans lequel la différence entre le double de 
l'hypoténuse et l'autre côté de l'angle droit est égale à une longueur don- 
née d. Donner la valeur correspondante du troisième côté. 

476. Deux triangles rectangles ABC, DBC ayant le côté BC — a commun, 
déterminer les autres côtés AB, CD des angles droits, sachant que la somme 
des carrés de ces côtés AB, CD égale le carré de la ligne AD qui joint les 
sommets À et D, et que la somme des hypoténuses égale une quantité 
donnée b. Indiquer les relations qui doivent exister entre a et b pour que 
le problème soit possible. 

(Admission à l'emploi d'élève mécanicien de la marine. Toulon.) 


ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


IL suffira de refaire les problèmes 450 à 454 et 469 à 475 en prenant 
pour inconnue l'angle au centre du cercle sous lequel on voit du point 0 
l'arc æ qui a pour origine l’une des extrémités du diamètre et pour extré- 
mité le point inconnu sur ce cercle. 

(L'inconnue auxiliaire est généralement : sin “ Voir n° 294.) 





| 
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CHAPITRE VII 


VARIATIONS DE FONCTIONS 


$ 4. — Variation du trinôme du second degré. 


295. — Remarques préliminaires. — Nous avons 
déjà remarqué (n° 68) que de deux nombres négatifs, le plus 
petit est celui qui a la plus grande valeur absolue. 

En d’autres termes, lorsqu'un nombre négatif croit, sa 
valeur absolue décroit. 

Ceci dit, remarquons d'autre part que si a et b sont des 
nombres positifs, arithmétiques, et si a > b, on a a? > b2. 

En d’autres termes, lorsqu'un nombre positif augmente, 
son carré augmente. 

On peut l’établir, avec précision, de la façon suivante : 

Pour prouver que a? >> b? il faut prouver que a? — b? est positif. 


Or (n° 52) on à : 
a?—b?—{a—b) (a+ b). 


Et ainsi on voit que a? —b? est bien positif puisque c’est le produif 
de deux nombres positifs, à savoir : 4 —b par hypothèse, puisque 
a > b, et a + b parce que a et b sont positifs. 

296. — Variation de la fonction y —x?. — Soit x une 
quantité variable susceptible de prendre toutes les valeurs 
possibles de — æ à + æ, æ est ce que nous avons appelé 
(n° 206) une variable indépendante, et étudions la variation 
de son carré æ?. 

Le carré d’un nombre est le même que le carré de sa 
valeur absolue et comme, d’ailleurs, d'après la remarque 
faite plus haut, le carré de la valeur absolue varie dans le 
même sens que cette valeur absolue, on peut dire que : 
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Le carré d'un nombre algébrique varie dans le même sens 
que sa valeur absolue. 

Faisons alors croître &æ de — (valeur négative exces- 
sivement grande en valeur absolue) jusqu'à + (valeur 
positive excessivement grande). 

Lorsque la valeur absolue de æ est excessivement 
grande, son carré æ? est également excessivement grand; 
car le carré d’un nombre positif plus grand que r est plus 
grand que ce nombre. 

Par suite, lorsque æ& croît de — % à o, comme x est 
négatif, sa valeur absolue décroit de + œ à o, donc son 
carré x? décroît de + à o. 

Ensuite, 
lorsque x croît de o à + c, comme il est positif, son carré 
x? croît de o à + ce. 


En résumé, la fonction y = x : 
est DÉCROISSANTE dans l'intervalle (— , 0), 
et CROISSANTE dans l'intervalle (0, + c). 
Pour +=, elle prend la plus petite valeur qu’elle puisse 


prendre; on dit alors que pour æ —o elle est minima et 
que la valeur o qu’elle prend pour x — 0 est un minimum. 








Tout ceci se résume dans le tableau æ y 
ci-joint, qu'il faut lire dehautenbas: 7 

297. — Représentation graphi- positive 

| SE croit décroît 
que de la variation de y—=x?. — ae 

. O 

Pour représenter graphiquement la \ 

. , . croi iti 
variation de la fonction PATES 

y — X*, + co 20 


choisissons deux axes rectangulaires Ox, Oy (voir n° 224) 


et figurons les divers points de coordonnées x et y obtenus 





d L Lit 4 ait 
té à * Dé +. tps let dé té EELEL rdnheo l t à  doct  S  S E  otté séste sd. à nn Ne fe 


oÿ | 
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en donnant successivement à æ toutes les valeurs de 
— œ à + æ et calculant les valeurs correspondantes de y. 


Pour x = — œ, y—+ «, on a un point très éloigné, à 


gauche en haut. 
Quand x croît y décroît; la courbe descetid, 


Figurons-en un certain nombre de points (fig. 3r) : 


ona: y—4 ce qui donne le point (, 
B’ 


DORE 2 ; 

— TZ — , = Y— 1 — : 
I I 

— L——— — U= = — À’. 
2 4 

Ter QU, UN — J==û — 0. 


La courbe vient passer à l’origine. 
On a, pour les valeurs négatives de æ, une première 


branche descendante C’ B’ A’ O. 





Fig. 31. 


Lorsque æ devient positif, y croît et la courbe monte 


alors de gauche à droite. 
Elle part de l’origine, monte et s'éloigne indéfiniment à 


droite en haut. 
Traçons-en quelques points : 
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1 I 
pour æ—— ona: y—- ce qui donne le point A, 
2 n 
— ÿ ps \ | = Y—1 = B, 
UT TA — Y— 4 — C. 


On a ainsi une seconde branche de courbe ascendante 
OABC. 

Les deux branches C'B'A'O et OABC sont symétriques par 
rapport à Oy. 

En effet, pour deux valeurs opposées de æ, y a la même 
valeur. On obtient donc deux points ayant mème ordonnée 
et situés de part et d'autre de Oy à la même distance. Par 
suite, les points obtenus pour les valeurs positives de æ sont 
symétriques de ceux qu'on obtient pour les valeurs néga- 
tives. 

Ainsi les points À et A”, B et B’, C et C’ sont symétriques par rap- : 
port à Oy. 

298. — Variation de y—ax?. — Considérons, plus géné- 
ralernent la fonction y = ax? de la variable x où a désigne 
un nombre fixe positif ou négatif. : 

La variation de cette fonction se déduit immédiatement 
de celle de la fonction y—x? en appliquant le théorème 
du n° 70. 

Il résulte, en effet, immédiatement de ce théorème que 
lorsqu'on multiplie une quantité variable par un nombre 
positif, le produit varie dans le même sens que cette quantité. 

Si, au contraire, on multiplie une quantité variable par 
un nombre négatif, le produit varie en sens inverse. 


Si, en effet, on a xx" 
1° Sia>o (en vertu du théorème du n° 70) 
OL US 
SIG 0, GLACE 
Ainsi, lorsque æ passe de la valeur x” à la valeur +’, si 
son carré x? croît, ax? croît si a est positif et ax? décroit si 
a est négatif. 





e 
k 


de la fonction 
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299. — Cas de a >0. — Il résulte de ce qui précède 
que ax? varie dans le même sens que x° lorsque « est 
positif. Les variations sont représentées par un tableau 
absolument semblable à celui qui figure au n° 296. 

La courbe représentative a exactement la même forme 
que celle de la variation de y—x?, c’est-à-dire a la même 
forme que celle de la figure 3r. 


EXEMPLE. -— Construisons, par exemple, la courbe représentative 
I 

LR in 
4 


Prenons deux axes rectangulaires Ox, Ov et une unité de longueur 





Fig. 32. 


arbitraire sur Ox. Nous connaissons sa forme générale, 11 nous suffit 
d’en tracer quelques points : 





PRET — RS op U — = RTE 
— Ê rm j'a moi ER. — Y—1, 
1 
— VTT : — = — 
P I y 7e 


Nous avons ainsi six points qui nous donnent la courbe de la figure 32, 
Cette courbe est plus ouverte, plus large que celle de la figure gi 


300. — Cas de a <o. — Lorsque a est négatif, le pro- 
duit ax? est toujours négatif et varie, comme nous l'avons 
vu, en sens inverse de x?. 
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Inscrivons dans le tableau ci-joint la variation de x? et 


celle de ax? qu’on en déduit : (a < 0) 
Era T7 
Lorsque æ croît de — à o, x 22 ax? 


ax? croît aussi de — à o. ——— 
c x ; — D % | —co 
Puis, lorsque æ croît de o à f si 
, 4 x Croil | décroît [négatif 
2 = 
+ æ, ax? décroît de o à — ce. SOA E ONE 
Pour x —o,la fonction ax? at- 
fini sa plus gra £ devaleur, on dit positif [négatif 
qu'elle est maxæima, et lavaleur croit | croît |décroit 


qu'elle atteintestun maæimum. + | + | —% 


o 0 O (maximum) 


La courbe représentative est tout entière au-dessous 
de Ox, puisque y est toujours négatif. 
Il est facile de la déduire du cas précédent. 
Si, en effet, on construit simultanément les deux 
courbes 
Ua MCE RE 


on constate qu’elles sont symétriques l'une de l’autre, par 
rapport à Ox. 





y=ax?,a>0 


-ax?, ao 


Fig. 33. 


En effet, pour une méme valeur de x, les deux valeurs 


A ar ! 
ALT Du, 7 * \ 
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de y correspondantes sont opposées. Pour une même 


abscisse OP (fig. 33), on obtient deux points M et M 
symétriques par rapport à Ox, puisque que les deux 
ordonnées 


PM—ox et PM'—— 272 
sont opposées. 

Lorsque æ varie de —æ à +, le point M décrit la 
courbe C (fig. 33) située au-dessus de Ox; le point M’ 
décrit alors la courbe C’, symétrique de C par rapport 
à Ox, représentative de la fonction y = — 2x2. 

D'une facon générale, les deux courbes C et C’, représen- 
tatives des deux fonctions obtenues en donnant à a des 
valeurs opposées, sont symétriques par rapport à Ox. 


301. — Résumé. — La courbe représentative de la 

variation de la fonction 
y ax? 
a toujours la forme de la courbe C (fig. 33). 

Cette courbe se compose de deux branches symétriques 
par rapport à Oy; c’est ce qu’on appelle, en géométrie, une 
parabole : Oy est nommé l'axe de la parabole; O est le 
sommet. 

Lorsque a est positif, la parabole C est au-dessus de 
l'axe Ox et tourne son ouverture vers le haut. 

Lorsque a est négatif, la parabole C’ est au-dessous 
de Ox et tourne son ouverture vers le bas. 


302. — Gas général. — Considérons maintenant un 
trinôme quelconque du second degré. 
y—=AL + 0X + c. 


Pour étudier sa variation, nous le mettrons sous la 
forme (I bis) du n° 269, et nous l’écrirons 


se j b\3 4ac— 18 
ysal(e+) +] 
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AC — EEE 


1 b ; 
ou Y—=A (æ St =) + 1a 
Sous cette forme, l'étude de la variation de y se fait 
sans difficulté. 


b TR “ 
D'abord DÉS varie évidemment dans le même sens 


que æ. 
Le carré variera donc dans ce sens ou en sens con- 
traire, suivant que cette quantité est positive ou négative 
(n° 296). 
Or, æ + _ s’annule et change de signe pour LE 
Donc : 


æ, croissant de — œ© à — pes 
2 


b A h] 
1° 4 @ + — croît de —e à 0» 
24 


b \e 
(x + =) décroît de + à o: 


: Le 
æ, croissant de . à +» 
2 


b k s 
2° æ + croît de o à +» 
s 


IDÉES : 
(2+) croît de o à +. 
Cela étant, d’après ce qué nous avons vu plus haut 


x 
(n° 298), a(x+2) varie dans le même sens que 


(a+ 7) ou en sens contraire, suivant que a est positif 


ou négatif. 
2 
Enfin, comme y se déduit de a(e+ 2) en lui ajou- 


4 ac — L? 
tant une constante, La 


_b\ 
que a[x+-—): 


» y varie dans le même sens 
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De là résulte immédiatement la variation de y, qui se 
résume dans les deux tableaux suivants : 











a>o 
( 5 b \? je b \? 
œ D + — a | æ+— 1 
d 2 a 24 J 
— 00 + —+ 00 —+ 00 
croit décroit décroît décroît 
b ac— 2, . 
— — 0 0 LEE (man.) 
2 4 Â a 
croît croît croît croît 
+ + 2 + 00 + 
a < 0 
—_— OO 
b \2 b \? 
L D + — a | t+— ( 
Gt) h(ers)l + 
— 00 + — D — 00 
croît décroît croît croit 
b 4 ac — b? 
De 0 o ——(max.) 
24 4a 
croît croît décroit décroit 
+ —- 00 — 20 — 
On voit que lorsque a est positif le trinôme est minimum 
b £ s 4ac — b2 
pour æ——-— En d’autres termes, la valeur LES A LS mo 
2( a 
: , b | . 
qu'il atteint pour æ —— a est la plus petite des valeurs 


qu'il puisse prendre. 
Lorsque a est négatif, le trinôme est maximum pour 


b 4ac — b? 


æ——.—. La valeur correspondante est la plus 
24 4 «4 


grande des valeurs qu'il puisse prendre, 
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EXEMPLE. — Considérons le trinôme : 
y—= 2? + 3x —5. 
Nous le décomposons en carrés. Il s'écrit : 
3 Do ti 
—— qe > — | a d ge rs 
Pete se (+ + :) ñ 
Sous cette forme, on voit que : 
; a: 
æ, croissant de — æ à SR 


3 . 
x + —, croit de — æ à o, 
2 


1° 2\e | | 
x +-) décroît de + « à o, 
2 
2 
y décroîit de + à — 
| 2e 
x, croissant de — —à + , 
2 
ne ; 
x + — croît de o à +, 
2 
2° 


3\2 
(+ _ :) croit de o à +0. 
2 


y croit de — T à + æ . 


Le trinôme est minimum pour x = ——- 
p 


La valeur correspondante Fe est la plus y'etite des valeurs que 


puisse prendre le trinôme; en d’autres termes, il n'existe aucune 

valeur de æ pour laquelle le trinôme x? + 3x — 5 prend une valeur 
Re 430 

numérique inférieure à — Le 


La variation précédente se résume dans le tableau suivant : 


3\2 
x ( EE = y 
— —+ + 
croît décroiît décroit 
3 2 : 
ES o LN (min.) 
a 4 
croît croît croît 


+ + + æœ 


me EE RE es he 4 
PRE LA r JD A La dd . 
s 
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303. — Changement de coordonnées. — Avant d’étu- 
dier la représentation graphique de la variation du tri- 
nôme, nous traiterons le problème suivant : 

Connaissant les coordonnées x, y, d'un point quelconque M 
par rapport à un système d'axes Ox, Oy, calculer ses coor- 
données x, y’, par rapport à un système d'axes O'x', 0'y' 
parallèles aux premiers. 

Pour définir la position des nouveaux axes O'x', O'y par 
rapportaux anciens, 
il suffit (fig. 34) de 
connaître les coor- 
données OA =, 
OB —1% de la nou- 
velle origine O”, par 
rapport-aux anciens = 
axes Ox, Oy. 

Cela étant, soit M 
un point quelcon- 
que du plan. Abais- 
sons les perpendi- 
culaires MP sur Ox et MQ sur Oy qui coupent, la pre- 
mière O’x’ en P”, la seconde O'y' en Q”. 

On a, par définition des coordonnées, 








Fig. 31: 





Or, on a, d’après les formules connues sur les segments 

(n° 75) : 
-OP=—OA+AP 

À \ OR ONE AP 

(00—0E +80, 


et ceci, dans tous les cas, en grandeur et en signe. 











Or, AN ANNE ER 
B0OZ=OQQ' EU 
BoURLET. —: PRÉC. D’ALGÈBRE, l 18 


= 
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Par suite, les égalités (1) peuvent s’écrire : 
CT ED; 
(2) RPre 
Y—= Yo + Y. 


Ce sont là les formules de changement de coordonnées. 
Elles permettent de calculer æ#, y connaissant x" et y’, el 
inversement de calculer +’ et y’ connaissant x et y. 


304. — Courbe représentative de la variation du 
trinôme. — Considérons le trinôme 
y = ax? + bx + c. 


Nous avons vu plus haut (n° 269) qu'il peut se mettre 
sous la forme : 


b\? 4Aac—b? 
(er) es 
Posons : 
Fr b 
DEV 
(3) 
| 4 ac 0" 
Ve — Ga 


Le trinôme s'écrit 
alors : 
(4) 

Y= AL — Lo} + Yo. 

Ceci posé, traçcons 
(fig. 35) deux axes O'x", 
O'y" parallèles aux 
axes Ox et Oy, et tels 
que les coordonnées 
de la nouvelle origine 
O"soient les nombres 
Lo et Yo définis par les 
égalités (3). Soit M 
un point de la courbe représentative de la variation du 
trinôme, æ et y ses coordonnées par rapport aux axes 








Lé ‘ k Lé 
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Ox et Oy, æ’ et y'ses coordonnées par rapport aux nou- 
veaux axes O’x’, O'y’. 

D'abord, le point M étant un point de la courbe repré- 
sentative de la variation du trinôme, ses coordonnées x 
ety vérifient l'égalité (4). En second lieu, on a entre x’,y 
et æ, y les relations (2) (n° 363). 


| C—=Xo+X; 


si Üu= vo + y 


qui sont les formules de changement de coordonnées. 
En remplaçant x et y par ces valeurs dans l'équation (4), 
elle prend la forme : 
VER. 
Ceci prouve que par rapport aux nouveaux axes O'x", 
O'y', la courbe cherchée n’est autre chose que la courbe 
représentative de la variation de la fonction 


VEUT: 
de la variable x”. 
Nous sommes ainsi ramenés à un cas traité précédem- 


ment. La courbe est une parabole ayant le point O’ pour 


sommet et l’axe O'y' pour axe de symétrie. 

Sia> o, la courbe a la forme C (fig. 55) et tourne son 
ouverture vers 16 haut. 

Si a <o, la courbe a la forme C’ (fig. 35) ct tourne son 
ouverture vers le bas. 


305. —— Exempze. — Construisons la courbe représentative de la 
varialion du trinôme 
y= 2? + 3x — 5 


DEEE 
y=(r+;:) ne 


Traçons (fig. 36) les axes O'x’, O'y’ tels que les coordonnées x, % 
de la nouvelle origine soient : 


étudié plus haut. 
Nous l’écrirons : 


276 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 
bg 3 
0e . 
2 
Yo ZZ — — 


L'équation de la courbe cherchée par rapport aux nouveaux axes 
s'obliendra en faisant le changement de coordonnées : 


3 , 
IS “A 
SR 


29 , 
Y=— —> + y. 
Fe . 4 
Ceci donne : 
y — 23"?, 


C'est donc une parabole (fig. 36) ayant pour sommet le point 0’ et 
pour axe la droite O’y’. Son ouverture est tournée vers le haut. 











Pour tracer cette courbe avec plus de précision, marquons-en quel- 
ques points. 

D'abord le point À où la courbe coupe Oy ayant une abscisse nalle, 
s’obtienten faisant &— o. La valeur correspondante de y est — 5. 

Ensuite, les points B et C où la courbe coupe 0x ont des ordonnées 
nulles. Pour ces points on à y —0. Par suite, les valeurs sont telles 
que l'on ait : 





O— 1? + 3% —h, 
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Cette équation à deux racines : 


Dr Vian 1,19, 


2 


Ty — 


ES ee: V2) 


4, 10: 


nm — 
2 


Ce sont les abscisses des points B et C. 


306. — Signification géométrique de la résolution 
d’une équation du second degré. — Soil : 


(1) ax? + bx + c—o 
une équation du second degré, et considérons la fonction 
(2) y = ax? +. bx + c. 


Résoudre l'équation (1) c’est trouver les valeurs particu- 
lières de x pour lesquelles la fonction Y prend la valeur numé- 
rique zéro. 

Si, alors, on construit la courbe représentative de la 
variation du trinôme (2), les points qui auront pour 
abscisses les racines x’ et x” de l'équation (1) auront des 
ordonnées nulles. Ce seront donc des points situés sur 
l'axe OX. 

Résoudre l'équation (x), c’est donc trouver les abscisses des 
points de rencontre de la parabole (2) avec l'axe Ox. 

Les résultats trouvés au n° 256 s'expliquent alors aisé- 


ment. 
Supposons par exemple «a > o. 
END, 4ac — b? RER 
1°S10*—4ac>o, DS erero est négatif, le sommet O’ 


de la parabole est (fig. 37) au-dessous de Ox et, comme la 
parabole est tournée vers le haut, elle coupe Ox en deux 
points, 1l y a deux racines. 
Aac — b? 

À ie de 
Le sommet O’ de la parabole est sur Ox; il n’y a plus 





2° SI 0—4aC—0, Y— 
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qu'un point sur Ox, c’est O”. Il n’y a qu'une racine. Dans ce 
cas la parabole est tangente à Ox. On peut dire que les 
deux points d’intersection sont venus se confondre en un 





D? 





Fig. 37. 


seul. On peut donc dire qu'il y a deux racines confondues, 
deux racines égales. 


AL 
3° Si P—4ac<o0, Y LE mur est positif. 


4a | 

Le sommet O’ de Ia parabole est au-dessus de Ox. La 

parabole est tout entière au-dessus de Ox, elle ne coupe 
pas Ox. Il n’y a pas de racines. 


g 2. — Variation de la fonction is 
a'x +b 
307, — Variation de la fonction _ — Soit + une 


variable indépendante, proposons-nous d'étudier la varia- 
tion de son inverse. 
Remarquons à cet effet que les valeurs absolues de x 


I : . 
ét É varient en sens inverse; quand la valeur absolue 


I re 
de + augmente celle de 5 diminue. 


e « % “en F1 
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D'autre part, lorsque x est très grand en valeur absolue 

= est très petit en valeur absolue, c’est-à-dire très voisin 
de o. 


I ie , 
Plus æ est grand, plus 2 est voisin de zéro. 


Ainsi, pour T— I 000, qi: RTE A 5: SACRNE 


ln &le 


pour æ— 1 000 000, on à : 0,000 001 , 
(2.1 (CAS 


. CR PT I 
On peut donc dire que, quand x est infiniment grand, = tsl nul. 


Au contraire, lorsque x tend vers zéro, son inverse - 
croût indéfiniment. | 

Nous retrouvons là un fait déjà rencontré plusieurs fois 
(n°* 406, 107, 151). Lorsque dans une fraction le dénomina- 
teur devient très petit, cette fraction devient très grande. 

De ces remarques préliminaires résulte immédiatement 


é À j à 
la variation de Es 


Quand x croît de — à o, par valeurs négatives, sa va- 


4 x I 
leur absolue décroît de + à o, la valeur absolue de = 


croît de o à + et = décroît de o à —+, par valeurs né- 
gatives; car quand x tend vers zéro par valeurs négatives, 
_ croît indéfiniment par valeurs négatives. 

PUUI LS 0, : n’a pas de sens. 

Lorsque æ croit de o à ++ par valeurs positives, son 


‘ I - : . FE 
inverse = décroit de + + à o par valeurs positives. 


I 
En résumé, = décroît sans cesse. 


Pour æ=0, il y a ce qu'on appelle une discontinuilé, la 
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fonction n’a pas de valeur définie, elle passe brusquement 
de —x à ++, c'est-à-dire d’une valeur 

excessivement grande et négative à une 4 y 
valeur excessivement grande et posi- 








tive. C'est un fait que nous avons déjà EPS 1 
rencontré au n° 104. Tous ces résultats croit | décroit 
se résument dans letableau ci-joint, dans To 
lequel nous avons mis une barre en face + RE 
de o, pour indiquer qu’il n’y a pas de croit él décroit 
valeur correspondante pour y. + 0 


308. — Représentation graphique de la variation 
I . 20 
de Demi qe Prenons deux axes rectangulaires et choisis- 


sons une unité de longueur arbitraire. 
1° Lorsque æ croit de —æ à o, y est négatif et décroît de 
Où—X%,. 


Traçons quelques points. 


I ‘ . 
pour æ——2 , ona: y——- , ce qui donne le point A, 
2 
ee TEST LE, — Y=—1 , — D’ 
I f. 
—_— ÉCTRS , — Y— — 2 , — Ce 
Ù 
_ DA fa — L=—9 — 1} 
} 


En joignant par un trait continu, on a une branche de 
courbe descendante A’B'C'D', siluée au-dessous de Ox 
(fig. 38). 

> Lorsque æ croît de o à +, y est positif et décroît 
de + à o. 

Marquons encore quelques points : 


I : + 
pour Œ—-  ,, Ona: y—2, ce qu donne le point A, 
== dE] , + Y—=TX ;, eS B, 
I 
—— DE 9 , nn y — = , x 1 C, 
_ I 
— es DENIS FES brreie + D. 


Sa 
Se 


ee Wa 7. Te 2 s J'es d'pR. - 


Ts TRé 
Me ji; 


VARIATIONS DE FONCTIONS. 981 


En joignant par un trait continu, on a ainsi une seconde 
branche de courbe ABCD descendante, située tout entière 
au-dessus de Ox (fig. 38). 


ÿ 





Fig. 38. 


309. — Asymptotes. — On dit qu'une droite est asym- 
ptote à une branche de courbe infinie si la distance d'un 
point de la courbe à la droite tend vers zéro lorsque ce point 
s'éloigne indéfiniment sur la branche de courbe. Inversement 
la branche de courbe est dite asymptote à la droite. 

Nous allons montrer que : 


Les deux branches de 1a courbe représentative de la varia- 
tion de la fonction y — = sont asymptotes aux axes de coor- 


données, 
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Soit, en effet, M un point de la courbe. Abaissons de ce 
point les perpendiculaires MP et MQ sur Ox et Oy (fig. 39). 
MQ est égal à OP et, par suite, à la valeur absolue de æ; 
MP est égal à O0 et, par suite, à la valeur absolue de y : 


MO—4x) , MP=—|y. 


Cela étant, 
1° Lorsque æ croît indéfiniment, y tend vers zéro, le 


+ 4 





Fig. 39. 


point M s'éloigne indéfiniment dans le sens Ox et MP tend 
vers zéro. 

La distance MP du point M à Ox tendant vers zéro le 
point M décrit une branche de courbe asymptote à Ox. 

Lorsque æ croît indéfiniment par valeurs positives, M 
décrit la branche BC (fig. 39) asymptote à Ox et au-dessus. 

Lorsque æ croît indéfiniment par valeurs négatives, M 
décrit la branche B'C’ asymptote à Ox’ et au-dessous. 

2° Lorsque x tend vers zéro, y croît indéfiniment. Dans 
ce cas le point M s'éloigne indéfiniment dans le sens Oy et 
MQ—|x| tend vers zéro. 
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La distance MQ du point M à Oy tendant vers zéro, le 
point M décrit une branche asymptote à Oy. 

Lorsque æ tend vers zéro par valeurs positives, y croît 
indéfiniment par valeurs positives et M décrit la branche 
BA (fig. 39) asymptote à Oy en haut. 

Lorsque x tend vers zéro par valeurs négatives, le point 
M est à gauche de Oyet décrit la branche de courbe B'A’, : 
asymptote à Oy' en bas. 


310. — Axes et centre. — Nous avons déjà vu que la 
parabole qui représente graphiquement les variations de 
y = ax? admet un axe de symétrie. 

D'une façon générale, on dit qu'une courbe admet un axe 
de symétrie, si les points de cette courbe sont deux à deux 
symétriques par rapport à une droite, appelée axe de symétrie. 

On dit qu'une courbe admet un centre si les points de cette 
courbe sont deux à deux symétriques par rapport à un point, 
appelé centre. 

Nous allons démontrer les deux propositions suivantes : 


La courbe représentative de la variation de y — = admet 


deux axes de symétrie qui sont les bissectrices de l'angle xO1y 
des axes de coordonnées et elle admet un centre qui est l'ori- 
gine des coordonnées. 


Prenons, en effet, un point quelconque M de la courbe, 
À ; ; I AE 
soit m son abscisse; son ordonnée sera es Considé- 


rons alors le point M’ (fig. 4o) dont l’abscisse est égale à 


I 
I 
mn 


M' est égale à l’abscisse du point M. On a donc : 


I ’ , ; . 
m5 SOn ordonnée sera y — —m. L'ordonnée du point 


UPEOP 
et la figure OPRP’ est un carré. La droite OR est donc la 


= ET NE SR PP RES 
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bissectrice de l’angle x01y puisque c’est une diagonale de 
ce carré. 

De même, l’abscisse du point M’ est égale à l’ordonnée 
du point M et on a: 


00 — 00". 


La figure OQSO"' est donc aussi un carré et sa diagonale 
OS est aussi la bissectrice de l'angle æOy. 


M’ 
PORTES CR 
Ds l “ ! 
CA tj Li 0 
ii i D 1 
‘ Al « 
‘ 1, A (l 
/ 1, ' 
*é et t 
Ne ft 1 
Ye fie : 
! 
A Q!S M 
re Ci D ee, er 
x’ 4 DIN en 
2-22 AR 
AE ti /1DQ Sr 5 x 
LES ä se 1 “id ü 
M. \ EP / 1 
1! « nr 2 
[l “ fl CA ; 
' s { / i 
t S ni sé 1 
‘ De j +? 2 ' 
t “ t LA L] 
L \s 1! l 
, 4 1 ' 
r 1 
! #2 : 7 : 
cup eur US Hu MERS er à > 
M,\ P, R, 
7 ’ 
Z t 
s'É4 
Fig. go. 


{ 


Les trois points O, R et S sont donc en ligne droite sur 
la bissectrice Oz de l'angle æOy. Mais la figure MRM'S est 
aussi un carré, car ses quatre angles sont droits et on a : 

MS=0'P=O0OP=00=O0RI=00=POMS 
I en résulte que MM’, qui est la seconde diagonale de 


dy BORN 
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ce carré, est perpendiculaire à la première diagonale Oz et 


est partagée par elle en deux parties égales. 
En d’autres termes, les points M et M’ sont symétriques 


par rapport à la bissectrice Oz. 

On en conclut bien que la droite Oz est un axe de symeé- 
brie de la courbe, puisque à chaque point M correspond un 
point M de la courbe symétrique par rapport à Oz. 

Considérons maintenant le point M, (fig. 40) d’abscisse 


I , I 
Ts son ordonnée sera PTE Th, 


I 
m 
Il en résulte que l’abscisse de l’un des points M ou M, 
est opposée à l’'ordonnée de l’autre, on a donc 


OP——OP, et 00——00, 
et, entre les longueurs, 
DPRESOPIMEPRUOE= OO! 


En raisonnant comme plus haut, on verrait que les qua- 
drilatères OPR,P;,, OOS,Q, et MS,M,R,, sont des carrés; et 
par suite que la droite S,R, est la bissectrice de l'angle 
æOy' et que M et M, sont symétriques par rapport à cette 
bissectrice {Of'. 

La seconde bissectrice tt’ de l'angle des axes de coor- 
données est donc bien aussi un axe de symétrie. 

Considérons, enfin, le point M’, d’abscisse — m. Son 
ordonnée est Yy=—— 

En raisonnant, comme nous l’avons fait, on verrait que 
M’, est le symétrique de M, par rapport à 33 et le symé- 
trique de M’ par rapport à l'E. 

Ceci résulte d’ailleurs immédiatement du tableau sui- 
vant qui donne les coordonnées des 4 points M, M’, M. 
M’, : 


# 
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symétrique;symétrique | 
2 y par rapport|par rapport 
à 33%! LUC 
M m _ M’ M, 
I ! 
M EL m M M! 
Tr 
M, CR Me M 
mn 
| I 
M’, — M rs M, M’ 


Lorsque, pour deux points, l'abscisse de l’un est égale à 
l’'ordonnée de l'autre, ils sont symétriques par rapport 
à 22’. 

Lorsque, pour deux points, l’abscisse de l’un est opposée 
à l’'ordonnée de l’autre, ils sont symétriques par rapport 
sur 

De tout ceci, il résulte que la figure MM'M°,M, est un 
rectangle et que 33° et {{’ sont les perpendiculaires au 
milieu des côtés. Le point O est donc le centre du rec- 
tangle et les points M et M”,, qui sont deux sommets 
opposés de ce rectangle, sont symétriques par rapport à O. 

À tout point M de la courbe correspond donc un point 
M’, symétrique par rapport à O : le point O est donc le 
centre de la courbe. « 


311. — Résumé. — La courbe représentative de la 


En I ; 
variation de la fonction VERS est une courbe qui est 


formée de deux branches infinies. 
Ces deux branches sont asymplotes aux axes de coor- 
données. 
La courbe admet, de plus, deux axes de symétrie qui 


rx CS LS de D “! pu RÉ [sa 
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sont les deux bissectrices de l'angle des axes de coor- 
données, et elle admet un centre qui est l’origine des 
coordonnées. 

Cette courbe est ce qu'on appelle, en géométrie, une 
hyperbole équilatère. 

L'épithète équilatère provient de ce que les deux asym- 
ptotes sont rectangulaires. 


. . C pr °° , 
312. — Variation de SR Nous avons déjà remarqué, 
au n° 298, que, lorsqu'on multiplie une quantité par un 
nombre fixe, si le multiplicateur est positif, le produit varie 
dans le même sens que cette quantité; et si le multiplica- 
teur est négatif, le produit varie en sens inverse de la quan- 
tité multipliée. 
Nous avons donc deux cas à distinguer, suivant que € 
est positif ou négatif. 
313.— Cas de c>0o.  Sile multiplicateur cest positif, 


, Û : 
la fonction y — 7 varie exactement de la même façon que 


. I é , . 
la fonction : = elle va donc sans cesse en décroissant. 


La courbe représentative est encore une hyperbole équi- 
latère qui a la même forme et la même disposition que 
précédemment. 

344. — Gas de c<o, — Lorsque le multiplicateur c est 

: : . C : . 
négatif, la fonction y—7 varie en sens Inverse de la fonc- 


. I : 
tion VU elle va donc sans cesse en croissant. 


Lorsque æ est positif, y est négatif; et lorsque æ est 
négatif, y est positif. On peut donc immédiatement dé- 


À à L C : : 
duire le tableau de la variation de ue. de celui de la varia- 


e I 
tion de —- 
Fe 
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Pour avoir la courbe repré- 
sentative de la variation, il 
suffit de faire une remarque 
analogue à celle faite plus haut 
(n°300), à propos de la courbe 
y = ax. 

Les courbes représentatives 
de deux fonctions y=< pour 


deux valeurs opposées de c sont 
symétriques par rapport à Ox. 


Considérons, par exemple, les deux 
fonctions 


eee 
1% 

















CcC<T0 
eme eme De 
I C 
29 — —_ 
9 42 TL 
— 00 o re) 
négalive | positive 
croit décroît croit 
— D + x 
Oo 
+ 00 — D 
croit | positive | négative 
décroit croit 
+ & Ko (e) 
A. 
U—= —. 
y F 
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Pour une même valeur de x, on obtient deux valeurs de y opposées, 


on obtient donc deux points M et M’ (fig. 41) ayant même abscisse OP : 


mais desordonnées PM et PM’ opposées. Les deux points M et M” sont 
donc symétriques par rapport à Or. 


ra 3 +147 
Lorsque le point M décrit la courbe y— -— >; marquée en trait poin- 
üllé, le point M’ décrit la courbe symétrique, représentative de la 
3 


2e ro : . . 
variation de y= —— » tracée en trait plein. 
. x 


On voit donc que la courbe représentative de la varia- 
: C A Te 
tion de 'RErel lorsque c est négatif, est encore une hyper- 


bole équilatère admettant Ox et Oy pour asymptotes, mais 
située dans les angles æ'Oy et æOy. 


ax + b 
—————. — Pour 
ci 


315, — Variation de la fonction y — 
étudier la variation de cette fonction, il nous suffit de 
remarquer que 


ax +b ax 


b UN; 
ARE ue Ci 


ren b CT 
Cette fonction se déduit donc de x cn lui ajoutant le 
nombre fixe a. 


Or, puisque en ajoutant aux deux membres d’une inéga- 
lité un même nombre, cette inégalité subsiste (n° 69), il 
est clair qu'en ajoutant un nombre fixe à une quantité 
variable, on obtient une quantité qui varie dans le même 
sens. 


Donc la fonction 


b 
cisaliane 


à : b 
varie dans le même sens que VER 


BourLET. — PRÉC. D ALGÈPBRE, 19 


r 
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On peut remarquer ici que la fonction s’annule pour la 
valeur de æ pour laquelle 


b 
a D 
ut 
ou ax + b— 0, 
b 
ou L———: 
a 


Exempce. —- Considérons, par exemple, la fonchon 











2x +3 
Y= ———° 
x 
Elle s'écrit : 
3 
Y—=I2+. 0 
“ 
3 
elle varie done dans le même sens que Fe elle va sans cesse en dé- 
croissant. Elle s’annule pour 
T pe y 
se 3 
2 ——= O0 
FE 
— 0 2 
ou croît décroît | positive 
décroît 
3 3 
T——-- —— — 9 0 
> à x 
$ décroit | négative 
k k croît décroit 
}- », Av à » t: 16 loc valaounmre 
Pour avoir le tableau des valeurs de Te. LIRE, 
cette fonction, 1l suffit de nrendre le Q nn _ 
/ 3 tue co —+ 00 
tableau des valeurs de + et d'ajouter à ; Fa s° 
T croit décroit | positive 
ces valeurs le nombre fixe 2. décroit 
+ le) 2 


316. — Courbe représentative de la variation de 


ax + b 
y TE 
+ æ 


Oy (fig. 42), et marquons un axe O, x, parallèle à Ox et 


- — Traçons deux axes rectangulaires Ox et 
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de même sens, tel que le point O, où il coupe Oy ait pour 
ordonnée 


O0; 


Faisons alors un changement d'axes (n° 303), et prenons 
pour nouveaux axes : l'axe O, x, que nous venons de tracer 





Fig. 42. 


et un axe O, y, coïncidant avec Oy. Les coordonnées de la 


nouvelle origine O, par rapport aux premiers axes (Cet 
Oy seront : 
Lo ET) , 
Uo — €. 


Si donc nous appelons x,y les coordonnées d’un point 
M par rapport aux premiers axes, et #1, les coordonnées 
du même point par rapport aux nouveaux axes, nous 
aurons, en appliquant les formules (2) du n° 803 : 


Gi) FR 
Y=AQ + Yi 
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Ceci posé, pour tout point M de la courbe qui repré- 


RE $ ax + b 
sente la variation de la fonction y — Tr OO LENS 


b 
(2) Y=IRS 


Remplaçons y et æ par leurs valeurs fournies par les 
égalités (1) et il vient : 


b 
a = à + — 
+ Yi ch m 
ou, en simplifiant, 


Ua = —* 
U1 x 
Donc, par rapport aux axes O, x, et O, y, la courbe a la 
méme équation que plus haut. 
Nous sommes ramenés au cas précédent puisque y, est 
b 
de la forme —- 
T1 
La courbe cherchée est donc,une hyperbole équilatère 
qui admet pour asymptotes (fig. 42) les nouveaux axes 
D'rret Ou 
Pour construire la courbe représentative de 


" __ax +b 
RARE: 


il suffit de construire, par rapport aux nouveaux axes 


O,x;, Oiy1 la courbe 


b 
Hz 


/ 


Cette courbe coupe Ox'au point d’abséisse 7. 


Ainsi, par exemple, pour construire la courbe représentative de la 
fonction 
24 +5 
y—= RE 


x 


considérée plus haut, on prendra 00, —2. On construira lhyperbole 
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qui a pour asymptotes O,x, et O,y, et qui représente la variation de 
Yi = je 


AP 1 3 
Cette courbe coupe Ox au point d’abscisse — —: 
2 


317. — Application. — Courbe représentative de la 
variation du rapport des distances d'un point d'un axe à 
deux points fixes de cet axe. 

Nous avons vu (chap. 11, $ 4) que si l’on considère deux 
points fixes A et B d’un axe, le rapport 








es BM 

RE an 
se met sous la forme : 

_æ—a 

(le Rogr- av pu 


en désignant par a le segment AB et par æ l’abscisse AM 
du point M. 

Pour mieux se rendre compte de la variation de ce rap- 
port y, représentons-le graphiquement. 

Prenons, à cet effet sur la droite AB (fig. 43) le point A 
pour origine O des abscisses. Le sens AB comme sens 
positif et la droite AB pour axe des æ. Élevons au point A 
(ou O) une perpendiculaire Oy. 

Soit alors M un point quelconque de la droite AB. 
Élevons en M une perpendiculaire MP et prenons sur 
cette perpendiculaire un segment MP égal à y, P étant au- 
dessus de Ox quand y est positif et au-dessous quand y 
est négatif. Le point P a pour coordonnées # et y et 
quand æ varie, le point P décrit la courbe représentative 
— à 





de la variation du rapport y — 5 


Ce rapport s'écrit : 
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D'après ce qui précède, pour construire cette courbe, 
nous prenons sur Oy un segment O0, = 1 et nous construi- 
sons par rapport aux axes O,x, et O, y, (coïncidant avec Oy) 
la courbe représentative de la fonction 


(a 


Us — —°. 
Vi x, 


Ici le nombre b est égal à — a; il est donc négatif. 
L'hyperbole est placée dans les angles æ&'O, y, et æ,0,y. 


v4 
PE 





Y: 


Fig. 43. 


Elle admet pour asymptotes O,x, et O,y,. D'ailleurs elle 
coupe Ox au point &æ — a, c’est-à-dire au point B. 

Cette hyperbole étant tracée, on se rend aisément compte, 
de visu, de la variation de y. 


BM 
Pour avoir la valeur du rapport TU pour un point M 


de la droite AB, on élève en M une perpendiculaire à AB 
jusqu'en sa rencontre P avec l’hyperbole. La mesure 
algébrique du segment MP est la valeur du rapport en M. 
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Dans la portion æ’A le rapport y est plus grand que 
00, c'est-à-dire plus grand que 1. 

Dans la portion AB le rapport y est négatif puisque la 
courbe est au-dessous de Ox. 

Enfin, dans la portion Bx le rapport y est positif, mais 
plus petit que O0, c’est-à-dire plus petit que r. 

Toutes les circonstances trouvées au chapitre 11 ($ 4) 
sont bien mises en évidence. 


318. — Gas général. — Considérons maintenant la 


fonction 
_atx+b 


LEE REZ. 
1 "6 4 lee DUT 6 À 


Pour l’étudier, nous remarquerons que son numérateur 
peut s’écrire : | 


av + ab’ 
ax + se (aX+b)— 7 + b, 


car il suffit de développer et de réduire le second membre 
pour retrouver le premier. Ceci s'écrit encore : 


Giere ; ba’ — ab’ 
ax + b— (ax + b) + AT 
La fonction proposée s'écrit alors : 

nt n., ba — ab 

(a'æ + D) + LION 
y — 

ax +0 
ou : 
"1 VteR : ba’ — ab” 


Y= —— +  _————. 
a'x + b’ a x + b’ 


La première fraction du second membre peut se sim- 
plifier, car les deux termes sont divisibles par a'æ + b' 
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Divisons les deux termes de la seconde fraction par a et 
nous obtenons : 
ba’ — ab 
a AREA à 
GUN SET Tu 
Ave 


Posons, pour abréger l'écriture, 


ba’ — ab’ 


a’? 


et la fonction y se met sous la forme définitive : 
C 


(1) y= + tir 
a ane 
a 


Sous cette forme, la variation de la fonction est évi- 
dente. 
D'abord, on voit que la fonction y varie dans le même 


sens que —— puisque y se déduit de cette expression 
3 + # a 
en lui ajoutant la quantité constante = (n° 345). Nous 


s | 


Re ARS 1e c 
sommes ainsi ramenés à étudier la variation de Mr 


Or, cette quantité varie elle-même dans le même sens 


I ‘ : AE. 

que <—;; ou en sens contraire, suivant que c est positif 
16 4 — 
Ave 


ou négatif. 


319. — Variation de ——; — La quantité ——, 


devient infiniment grande lorsque son dénominateur est 


Fr +" ts 


EC à . 
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nul, c’est-à-dire lorsque l’on a : 
b 
HO EC 
[27 


D'autre part, elle varie évidemment en sens contraire 
de son dénominateur et est de même signe que lui. Elle 


/ 


est donc positive lorsque x est plus grand que— Ÿ et 


Fr 


négative lorsque æ est plus petit que -Ë 


b’ 
æ croissant de — æ à EN 


b° ; à 
æ + a croît de —æ à 0: 


I 


donc TT décroît de o à — w- 
te sé 
a 5 
Ensuite, 


u 


æ croissant de — L à +0» 


! 


TH croît de o à + o» 








“ I LA A L ? 
donc CE décroît de æ à o- 
mp 
I 
Fr b 
b’ 1 RUE 
Pour æ——— la fraction Rp change q 
Gs me 
a’ FL 9 
‘ Far + [décroît 
de signe en devenant infiniment grande; croit négatif 
elle passe brusquement de —x à ++. 1, LS DE 
_ Les résultats précédents se résument a | +oæ 
dans:le tableau ci-contre. croit [décroit 
positif 


+ 00 0 
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320. — Gas de ba'— ab'>0. — Si ba’ — ab" est positif, 











c est positif. La fraction TNT LT varie alors dans le même 
D _— 
A 
1 % 
sens que ——77 ; il en est donc RAT 
œ+— A 
(47 (42 
de même de y qui, par suite, dé- 
Sn «a 
croit toujours. en o 2 
On a alors le tableau de varia- 
tion ci-contre qui se passe de com-  ©roit |décroit|décroit 
À b' | — — 0 
mentaires. sn me es 
a! 17500 —+- 00 
croît [décroit|décroit 
321. — Cas de ba'—ab'<o. — à 
Lorsque ba! — ab’ est négatif, cest T%| ° a 


aussi négatif. La fraction ——; 


‘ : 1 à F 
varie en sens contraire de DRE FAT il en est donc de même 
Fe mou: 

AS 


de y, qui, par suite, croît toujours. 








C 
ARE œ D. | a 
Le tableau de la variation est D + 
alors le suivant : er 
! a 
Dans les deux cas, y s’annule — © 0 — 
a 
pour la valeur SOUE CA À 
: croit | croit | croît 
b bee 
Mt a SRE Le 
x croit | croit | croit 
qui annule son numérateur. a 
+ e +] O re 


322. — Résumé. — De tout ce qui précède il résulte 


VARIATIONS DE FONCTIONS. 299 


que la fonction 
prb Le + b 
a'x + b’ 
varie toujours dans le même sens. 
1° Lorsque ba'— ab'> 0, elle est décroissante; 
2° Lorsque ba'— ab' <o, elle est croissante ; 
3° Lorsque ba'— ab'—o, elle est constante. 
Dans ce dernier cas, en effet, c est nul, et la forme (1) 
(n° 318) montre que l’on a toujours 


323. — Représentation graphique de la variation 
ax + b 
ax + b’ 


que la fonction y peut se mettre sous la forme : 


de la fonction y — — Nous avons vu (n° 318) 


a C 

(1) Hair eu D 

Ta 
à condition de poser 
_-ba—ab" 
ME 

Cette forme va nous permettre de ramener la construc- 
tion de la courbe à un cas déjà traité. 

Traçons, en effet, deux axes rectangulaires Ox et Oy, et 
menons deux nouveaux axes O’x’ et O'y" (fig. 44) parallèles 
aux prerhiers, le point O’ ayant pour coordonnées 

b' 


Lo — — pri 


; _ «a 
Jo 


Soit M un point quelconque du plan, de coordonnées æ 
et y par rapport aux premiers axes Ox et Oy, et de coor- 
données +’ ety’ par rapport aux nouveaux axes O’x’ et O'y’. 


sf. Où 4 | LA 

J L'ÉCNCT 2 
DAMoT 2, 
. 
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D’après les formules de changement de coordonnées (n° 303) 
On a : 


CDD), 
(2) ke: 
Y = Yo + Y. 
ou, en remplaçant +, et y, par leurs valeurs, 
b 
L=— Ars L's 
(3) 
tes + y’ 
J'AI 


Cela étant, si M est (fig. 44) un point de la courbe 





Fig. 44. 


représentative de la fonction donnée, ses coordonnées x 
et y vérifieront la relation (1); par suite, les coordonnées 
æ' et y vérifieront la relation obtenue en remplaçant dans 
(1) æ et y par leurs valeurs fournies par les formules nt 
On aura donc : 


C 
b' pb 
-F+e+} 


E HY=S + 


< 4 
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Ceci donne, en simplifiant, 


Cette égalité prouve que y’, nouvelle ordonnée de M 
par rapport aux axes O’x’ et O'y, est une fonction de 


. . s C pe 

l’abscisse x’ de la forme —. Nous sommes donc ramenés 
FE 

au cas particulier étudié aux n° 3142 à 344. 


; , - : C 
La courbe représentative de la fonction " est, par rap- 








Fig. 45. 


port aux nouveaux axes, une hyperbole équilatère ayant 
pour asymptotes les nouveaux axes O'x et O1’. 
Si c>0, elle est disposée comme dans la figure 44. 
Si c<o, elle est disposée comme dans la figure 45. 
L’abscisse du point À où la courbe coupe Ox s'obtient 
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en cherchant la valeur de +, pour laquelle y est nul. C’est 
la valeur pour laquelle le numérateur de y est nul 

b 


L—=— —-: 
a 


L’ordonnée du point B où elle coupe Oy s'obtient en 
cherchant la valeur de y pour æ—o, c’est : 
b 
HET 
27 + 3 


324. — Exempze. — Considérons la fonction y — F 
T—1 


En suivant la marche indiquée au n° 318, mettons le dénomina- 
Leur 4x — 1 en évidence au numérateur. Ce numérateur s'écrit : 


27 + 3— 2 (4t—1) += +3 ou 2x + 3——(4x — 1) +2 
4 4 2 2 


On peut donc écrire : 


ed 


=(r—i)+l 
= + 


ÂT — 1 AT ES 


W 
& [NI 


y — 


Divisons les deux termes de la seconde fraction par 4 et nous avons 
finalement : 











si 
I + 8 
I = 
J 2 I 
4h = 
. 
La variation est alors donnée par le tableau suivant 
7 
I Ô 
œ T—— ? 
ñ 1 “ 
Er ghe 
4 
I 
— 0 0 o - 
2 
croit croit décroit décroit 
1 Sr pd ee 100 
ce o SS 
4 —+- CO 7 CO 
croit croit décroîit décroit 
: 
, + + o = 


2 


: 
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Pour avoir la courbe représentative, faisons un changement de coor- 
données et prenons (fig. 46) pour nouveaux axes O’’ et 0’y' des axes 


à de 





Fig. 46. 
parallèles aux axes Ox, Oy, et tels que 0” ait pour coordonnées : 


D | = 


Les formules de changement de coordonnées sont alors : 


* LI ! 1 , 
DLL, WE hu: 
En portant ces valeurs de x et y dans (1), nous obtenons : 


La courbe est denc une hyperbole équilatère qui a pour asymplotes 
O'x’ et 0’y. 


3 ; 
Elle coupe Ox au point A d’abscisse à — — Ë et Oy au point B d’or 


donnée y — — 3. 
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$ 3. — Cas où la variable est une ligne 
trigonométrique. 


325. — Fonctions de fonctions. — On rencontre fré- 
quemment, principalement dans les questions de géomé- 
trie où on étudie une fonction d'un angle, des exemples 
de fonctions d’une ligne trigonométrique. On a là un 
exemple particulier d’une fonction de fonction. 

Ainsi l fonction 

ÿ— 281024 4$SIn T1 
est un trinôme du second degré en sinx; c’est une fonction de fonc- 
lion, car c’est une fonction de sinx qui lui-même est une fonction de 
la variable indépendante x. 

Pour étudier une telle fonction, on superpose l'étude des 
deux fonctions qui la forment. 

Nous sommes donc ainsi conduits à revoir rapidement 
la variation des lignes trigonométriques déjà étudiée en 
trigonométriet. 


326. — Variation du sinus. — Le sinus d’un arc est. 
comme l’on sait, une fonction périodique de l'arc, de 
période 27; c'est-à-dire que le sinus reprend la même 
valeur lorsque l'arc augmente de 2x. Il suffit donc de 


connaitre la variation du si- æ sinx 
nus lorsque d'arc aratie ER MS € 
o à 27 et cette variation | tot 
se reproduira de 27 à 4, T + 1(Mmax) 
de 47 à 6x, etc., ainsi que £ décroit 
de — 2x à o, de — 47 à pe o 
— on etc., décroît 
Le tableau de la variation 22 — 1 (min.) 
du sinus est alors le sui- ÿ croit 
vant : 27. (e) 


1. Voir Le Cours de Trigonométrie de M. Henri Ferval. 


VARIATIONS DE FONCTIONS. 505 


La courbe représentative de y — sinx, dite sinusoïde se 
compose d’une branche OABCD qui a d’abord un maxi- 


4 T ; At 
mum A de coordonnées -; et 1; puis un minimum C 
2 


MOT 
de coordonnées — et — r. 








Cette branche se reproduit ensuite de telle sorte qu’on 
obtient la courbe entière en faisant glisser l'arc OABCD 
de 27, 47, 67, etc., le long de ox à droite ou à gauche. 


327. — Variation du cosinus. — La variation du 
cosinus se déduit immédiatement de celle du sinus en se 
servant de la formule bien connue : 


. us 
EOSIT — SIN (2+2 } 
2 
La variation du cosinus quand x varie de o à 27, est 
A à y T 
donc la même que celle du sinus lorsque x varie de - 
2 
À T 
à 27 + -. 
2 


La courbe représentative est la même que celle du sinus 
où l’on a déplacé l'axe oy, parallèlement à lui-même, en 


o'y' (fig. 47) de +. 
328. — Variation de la tangente. — La fonction 


y—=Îigx. 
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admet la période x, puisque 
tg(æ+r)=tgæx. 
Il suffit donc de faire varier x dans un intervalle de 


longueur rx pour avoir la variation complète de la tan 
gente. 


Or, lorsqu'on fait croître x de —<à + . la tangente 


croit sans cesse de — à + oo. 
a ter 


La courbe représentative. ——— | 2" 
se compose d’une branche r 
infinie AOB (fig. 48) asymp- EE TA 
tote à deux parallèles à oy < cu 
d’abscisses — = et + de croit 
2 2 T 
Cette branche se reproduit KE 4 


rs Re LT DT 
périodiquement de + ERA RES de En ie 
; 






mms —— 


Fig. 48, 


329, — Variation de asin æ + b, — Considérons main- 
tenant la fonction 


(1) Y=asinx + b. 
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C’est une fonction {inéaire en sinæ. En rapprochant les 
résultats trouvés à la fois pour la fonction linéaire, 
(chap. V, $ 4) et pour la variation du sinus (n° 326) on en 
déduit immédiatement la variation de cette fonction de 
fonction. 

1° S1a>o, la fonction linéaire est croissante donc y 
varie dans le même sens que le sinus. 

2 Sia<o, la fonction linéaire est décroissante et, par 
suite, y varie en sens inverse du sinus. 

La courbe représentative est très facile à construire. 
L'égalité (1) prouve, en effet, que pour avoir l'ordonnée y 
on doit multiplier sinæ par a, c’est-à-dire multiplier l’or- 
donnée de la sinusoïde (fig. 47) par a, puis augmenter 
cette ordonnée de b. Cela revient donc à dilater la sinu- 
soïde dans le rapport de a à 1 dans le sens oy puis à lui 
faire subir une translation parallèle à oy égale à b. 

Lorsque a est négatif, il faut après dilatation dans le 
rapport de |a| à 1, prendre la symétrie par rapport à 0x. 

On obtient dans les deux cas (fig. 49 et 50) deux sinu- 
soïdes. 








G>0 
2 oo 
x y 
o b 
croît 
T 
= a + b (max.) 
2 
décroit 
= b 
décroit 
JT ! ViT 
a Pl + b (min.) Fig. 49. 
croît 


ar | b 
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(LEO 


décroit 


PCR 16e | 


a+ b(min.) 


croît 


zr |b 


croit 


——|- a+ b(max.) 





décroît 


2r|b 


330. — Variation de asinwæx+bcos wæ. — En méca- 
nique, dans l’étude des mouvements vibratoires on ren- 
contre fréquemment la fonction 


(1) y =ASiNvwXr + bcoswr, 


qui donne l'écart y d'un point animé d’un mouvement 
vibratoire en fonction du temps x. 

L'étude de cette fonction se ramène immédiatement à 
celle de la sinusoïde. 


On peut, en effet, toujours trouver deux nombres « et #, 
tels que l'on ait : 


(2) a COS PU, a Sin p — 0. 


En faisant Ia somme des carrés de ces deux égalités on 
trouve 


a—a+b d'où a—Va?+b; 


et l'angle + est alors déterminé à 2x près, puisqu'on con- 


VARIATIONS DE FONCTIONS. 309 


nait son cosinus et son sinus : 


COS ? — » Siny 


[27 
Vas + be re 


Ayant calculé « et #, vérifiant les égalités (2), la formule 
(1) s'écrit : 
y—=a{sinwx cos es +coswx sine], 
(3) F Y—=aSIin (wo € + ?). 


Sous cette forme on voit que y est proportionnel au 
sinus de la fonction linéaire ox + ®. 
D'après les résultats du n° 326, le sens de la variation 


; . , T 
d'un sinus change lorsque l’on passe par les valeurs -; 
2 

3% è +. 
4 elc.; par suite, le sens de la variation de y change 


lorsque x passe par des valeurs telles que 
T7 I T 
SCA UR RE LE és +) 
T 
© © + p— 
D'ailleurs y repassera par les mêmes valeurs chaque fois 


que wæ ++ augmentera de 27. Pour cela il suffit que ox 


27 . 
augmente de 27, ou æ de —: La fonction y admet donc la 
ü) 
DE 2H . . + : 
période — et on aura sa variation complète en faisant 
oO 


. 27% 
varier æ de o à —. 
uw) 


Supposons w positif. D'ailleurs, nous pouvons toujours 
prendre pour « la valeur positive et pour + une valeur 
comprise entre o et 27. Pour fixer nos idées, admettons, 


par exemple que + soit plus petit que 3 on aura alors le 


tableau de variation suivant : 


+ Lo 4 Tr | Le 1 
5 ‘ à cr LE Rae : 
Ê J : 
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La courbe représentative est une sinusoïde décalée de 





4 © C+—9 y £ c’est-à-dire dé- 
duite de la sinu- 
(e) p a SIN ? . : 
; soide qu’on au- 
croit * croit : | : 
rait fait glisser le 
il TH TH 
— LA t - 5 (9 œ 
2 É ] 2 long de ox de <. 
croît décroît 
à En effet, on peut 
(re) 7 (o écrire : 
croît décroît l 
"28 x \ 37 y—asinol x En 
re FF +) = — à J Æ w) 
Loi) 2 2 
croit croit Si donc on fait 
: le changement de 
ps 2R — © 27T O 1 
Enoil Ra: coordonnées 
. 2T + a SiN ax" — + ;y=y 
(0) œ D 


ce qui revient à transporter (n° 303) les axes au point O0’ 
de ox d’abscisse —* l'équation de la courbe devient : 
y'—=asinwæx"; 


cest donc, par rapport aux nouveaux axes ox, o'y' 
(fig. 51) une sinusoïde. 





mp) LÉE-# 





D (27-Y) X 


Fig. 51. 
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831 — Variation de atgæ + b. — La variation de la 

fonction 
y—=atgx+b 

se déduit d’une façon analogue de celle de tg x. Lorsque x 
augmente de x, tgæ reprend la même valeur, il en est 
donc de même de y. La 
fonction y est donc éga- 
lement périodique et 
admet pour période 7. 
Il suffit, comme pour 
to x (n° 328), d'étudier 
la variation lorsque x 


: T TL 
varie de — = à + st Or, 


dans cet intervalle, 
tg æ croît de — © à 
+ œ, par suite : 

1H >; "y varie 
dans le même sens que 
tg æ et croît de — à 
de RE 

2 Si a <0O, y varie 
en sens contraire de 
tg æ et décroit de + oœ ne ACER SN AURE 
dt ve, : 

La courbe représen- 
tative (fig. 52) se déduit 
facilement de celle de 
tg x (fig.48).On obtient, 
en effet, l’'ordonnée y 
en multipliant tgæ par Pig 53. 

a et ajoutant b. Il suffit 

donc de dilater la courbe de la figure 48 dans le sens oy 
dans le rapport de a à 1, puis de la transporter, parallèle- 
ment à oy, de la longueur b. 
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Lorsque a est négatif, la courbe est renversée par symé- 
trie par rapport à 0%. 
On obtient ainsi les deux courbes des figures 52 et 53. 


332. — Trinôme du second degré où la variable est 
une ligne trigonométrique. — Nous avons étudié 
(Ch. VII, $ 1) la variation du trinôme du second degré. Sr 
dans un tel trinôme, on remplace x par une ligne trigo- 
nométrique, sin æ, cos æ, tg æ, on obtient une fonction de 
fonction dont la variation se déduit de celle du trinôme 
en ne prenant que la partie relative aux intervalles dans 
lesquels peut varier la ligne. 

Pour mieux nous faire comprendre, avant d'examiner 
le cas général, traitons un exemple numérique. 


333. — ExEMPLE. — Etant donnés un cercle, un diamètre AA! 
et un point M du cercle, étudier la 


B 
M variation de l'excès de la corde AM 
sur sa projection AP sur le cia- 
A mètre AA’ quand M décrit le cercle. 
Prenons comme variable x la 
PRÈS 

moitié de l'angle AOM, de telle 

sorte que (fig. 54). 

Fig. 54. A 
AOM=sT: 
On a, alors : 


AM=SRSnm?, 
R étant le rayon du cercle, et 
‘PA—OA—OP—R—Rcos2æ—2Rsin°x. 





La différence en question y est donc : 
(1) y=2R sin æ —>2R sin? x. 


Pour étudier sa variation, il suffit évidemment, à cause 
de la symétrie, de faire décrire au point M le demi-cercle 
ABA’, c’est-à-dire de faire varier 2x de o à Tr ou æ 
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à T s Al T + A x | 
de o à—’ Quand x croît de o à-; sinx croit de o à «…. 
k 2 


Nous avons donc à étudier la variation de la fonction du 
second degré y lorsque la variable sin æ varie seulement 
de o à 1. y est un trinôme du second degré en sin æ de la 
forme : 
y—=asin?æ + bsinx+c 

où Dr alt to ane 0: 

Comme a est négatif, d’après les résultats trouvés pré- 
cédemment (n° 302) y passe par un maximum lorsque 

b 
SIN T———, : 

2 @ 


si c'est possible. Or ici le maximum aura lieu pour 


; I 
SInT —=- 


d’où TC 


On a donc la variation suivante : 


a Sin © y 
Oo O O 
croit croit 
T il R 
nd T es | max . 
e 6 2 3 
croit décroît 
T 
— I 
2 O 
REMARQUE. — À cause de l’origine géométrique de la 


question, nous n’avons fait varier æ que de o à -; mais si on 


via 


considère la fonction y en elle-même et que l’on fasse 
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varier æ sans limites, on a là une fonction périodique de 
période 27, dont la variation dans l'intervalle 0,27 est 
réprésentée par le tableau suivant : 

D'après les ré- 








À ADSL J sultats connus 
o . ; sur le trinôme, 
croît Lot y varie dans le 
r 1 R même sens que 
6 2 4 (max. sinæ quand sinæ 
croît décroît est plus petit 
T I 

; I o (min.) que = et en sens 
ment croit contraire quand 
i : = (raz. ) sinæ est 2 

décroît décrott grand que 4 
; à ; R 
décroît Aécrat Le maximum : 
37 ee —4R. (min.) est un maximum 
: croît a absolu atteint 
2T b sk deux fois; il ya 


en outre le mini- 


Sa : T Tee 
mum relatif o atteint pour æ — - et le minimum absolu 
2 


T 


— 4R atteint pour x = —. 


La courbe représentative est alors facile à construire 
(fig. 55). » 

334. — Cas général. — Considérons, d’une façon plus 
générale, la fonction : 


y—=asin? æ + bsinæ + c. 


Nous savons (n° 302) qu’un trinome du second degré, 
lorsque a est positif, varie dans le même sens que la 
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variable si cette variable est plus grande que . et 


varie en sens contraire de la variable si elle est plus petite 





Fig. 55. 


b PA , 
QUE Par suite, pour savoir si y varie ou non dans 
2 
le même sens que le sinus, il suffit de voir si le sinus est 
b 2 
plus grand ou non que — 2e Or, comme le sinus reste tou- 
2 
jours compris entre — r et+ 1,1l y aura par suite trois cas. 


: b 
1° Si ra 1, sinæ restera toujours plus petit que 
2 
b , 
gr et y variera toujours dans le sens contraire du sinus. 
2 


| b ÿ 
d% Si—1 ÉrS 1, il y aura changement dans le sens 
2 


de la variation, non seulement chaque fois que sin æ change 
de sens mais encore chaque fois que æ passera par une 


valeur telle que 


! b 
SLR EE 
2 4 


C'est le cas de l'exemple précédent. 
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ARC à 
9° Si — A <— I, Sinæ restera toujours plus grand que 
2 


b . 1 | 
—— et y variera toujours dans le même sens que le sinus. 


> A 
On obtiendrait évidemment des résultats analogues 
pour l'étude de la variation de fonctions de la forme : 
Yy—=aCcos? x +bcosæx+c 
ou : 
y—=atg?x+bigæx+c. 
Dans ce dernier cas, la fonction y deviendrait infinie en 
même temps que la tangente. 


EXERCICES 


TRINÔME DU SECOND DEGRÉ. 


471. Trouver le maximum ou le minimum de l'expression 
y= (22 +(2a—1) 
Etudier la variation de y quand x varie. 
418. Variations de l'expression 
y—=3ax—8x+7 

quand x varie de —æ à +. 

419. Variation des fonctions 

y=I a —5x+4;y—=8x—5x +2 

quand x varie de — æ à +. 

480. Variation du trinôme 

y—=5a— 122 + 16. 
481. Déterminer les coefficients du trinôme ax? + bx + c sachant que 


æ —3 est une racine et que pour x — 2 le trinôme est minimum et égal à 
— 3. Etudier les variations du trinôme obtenu. 





482. Déterminer p et q dans le trinôme du 2° degré 


t+pz+q 


&c manière que la valeur minima du trinôme soit égale à a et que ce tri- 
À ; I I Ad 
nôme prenne pour æ—- la valeur Re a et b désignent des nombres 
2 


donnés. 
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483. Étudier les variations de l'expression 


—=7—(2x+3) 


quand æ varie de — œ à +. 


484, On donne une droite AB et deux points À et B sur cette droite 
En ces points on élève à la droite les perpendiculaires AA’ et BB’. On 
prend un point O sur AB, entre À et B et on fait tourner autour de ce 
point O un angle droit MOP dont les côtés coupent AA’ en M et BB’ en P. 
On demande d'étudier la variation du rapport dE 

485. Sur une droite AB de longueur «& on prend, entre A et B, un 
point M tel que AM—x+. On construit sur AM le triangle équilatéral AMN, 
puis on élève en N la perpendiculaire NP sur MN et en P la perpendicu- 
laire BP sur AB. Calculer la surface du quadrilatère ANPB. Cette surface 
passe-t-elle par un maximum où par un minimum quand M se déplace entre 
Aeten 


486. Étant donnée une droite AB de longueur a, on prend sur AB entre 
A et B un point C, et sur les deux segments AC et CB on construit un 
triangle équilatéral. Étudier la variation de la somme des aires de ces 
deux triangles quand le point C se déplace de À en B. Position du point C 
pour laquelle cette somme est minima. 


487. — Un point M se meut entre deux points À et B. On construit sur AM 
un triangle équilatéral ACM et sur MB un triangle rectangle isocèle MDB. 
On joint CD et l’on demande d'étudier les variations de l’aire du quadrila- 
tère ACDB quand le point M se déplace de A à B. Cette aire a-t-elle un 
maximum ou un minimum ? 


ax + b 


FONCTION ———— 
a'x +b' 





488. Variations de y — - Construire la courbe représentative. 


24 —3 


489. Construire la courbe des variations de la fonction 
5 æ 
TZ — 





y — 


Qt 


490. Étudier la variation de la somme de deux nombres dont le produit 
est constant et égal à a°. 


494. On sait que si p est la pression d'une masse gazeuse, v son volume 
et { sa température on a : 


pv 
l 
à D 


on sait que la masse gazeuse à o° occupe un volume de 15 centimètres 
cubes sous la pression de 1 kilogramme. 


mm À à 


518 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 


Construire les courbes représentatives de la variation du volume en fonc- 
tion de la pression aux températures de 50°, 1009 et 400°. On posera 


VO Pe UT 


FONCTIONS DE LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES. 


492. Étudier les variations des fonctions suivantes, linéares par rapport 
à une ligne trigonométrique : 
a) Y—2COSX—1; 
b) y =CoSsx+sinx; 
c) y = sin © — V3 cos +1; 
d) y —=20cotx +1. 
493. Étudier les variations des fonctions suivantes, du second degré par 
rapport à une ligne trigonométrique : 
a) y=sin?x—3snr+i; 
b) y = 2 COS? x + 7 cos x ; 
c) y = Sin? x + cos x +3; 
d)  y—2tg æ—tgx—:1. 
494. Étant donné un cercle de centre 0 et de diamètre AA’, soit M un 


point de ce cercle et P sa projection sur AA. 
Etudier, lorsque le point M décrit le cercle, les variations des fonctions 
suivantes de l'angle = a : 
a) y — AM + 2 AP.; 
b) y = A'P — AM; 
c) VE AM +) OP. A AA: 
d) y—=aAM+80P, 


a et 8 étant deux nombres donnés fixes. 


= Le PRADA AE 0 ©, ML 4 "SE NON 
.! à v > L'IMPATES 
è — É , A ” 4 
6% 


: 


CHAPITRE VIII 


DÉRIVÉES — APPLICATIONS 


9 4. — Définitions. 


335. — Accroissements. — Lorsqu'une quantité variable 
passe d’une valeur a, appelée valeur initiale, à une seconde 
valeur b, appelée valeur finale. on appelle accroissement de 
cette quantité l'excès b — a de la valeur finale sur la valeur 
initiale. 

Ainsi, si une variable x prend successivement les deux valeurs 
æ—1, æ—3, la valeur initiale étant 1 et la valeur finale 3, l’ac- 
croissement est 3 — 1 — 2. 

L’accroissement est positif, négatif ou nul, suivant que 
la valeur finale est supérieure, inférieure ou égale à la 
valeur initiale. De la définition précédente il résulte que : 

La valeur finale est égale à la valeur initiale augmentée 
de l'accroissement. 

Si l’on désigne par À l'accroissement b— a, on à : 

b—a—h où b—a+h. 


336. — Notation. — Pour désigner l'accroissement 
d’une quantité, on fait généralement précéder la lettre 
qui désigne cette quantité de la lettre grecque 4 (delta). 

Ainsi A désigne l'accroissement de x, Ay désigne l’ac- 
croissement de y. 


Il faut bien faire attention que le symbole Ax désigne un seul 
nombre, que ce n’est pas le produit de A par x. Les deux lettres 
A et x font corps et leur ensemble joue le rôle d’une seule lettre, 


337. — Accroissement d'une fonction, — Considé- 
rons une fonction y d’une variable æ, 
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Supposons que 


POUr:T = 4, REDON ALLO) PAS 
ét'que pour mb, Monet ur 


En passant de la valeur initiale a à la valeur finale b, x 
a subi un accroissement 


At = b— a. 

De son côté, la fonction y a passé de la valeur A à la 
valeur B, et a subi l'accroissement 
Ay—B— A. 

L'’accroissement B — A est ce qu'on appelle l’accroisse- 


ment de la fonction eorrespondant à l'accroissement b—a 
de la variable. k 


Soit, par exemple, la fonction 


—9T— 9, 
Pour DNS OR SU = le 
pour ME 1 RENE PRET 


La variable x a subi l'accroissement : 
AL fie 3: 
La fonction a subi l'accroissement correspondant : 
Ay—=5—{(—1)—6. 


Soit encore la fonction 


y—= 48 Æ x + 1: 
Pour RIRE SR M ITA OUT ere 
pour ct POULE DONNE 


La variable ayant subi l'accroissement : 
re — (—2) = + 1, 
la fonction à subi l'accroissement correspondant : 


AY=A == 52. 


338. — Limites. — Chacun de nous a la notion vul- 
gaire de la limile d’une quantité variable. d 
Si l’on veut préciser un peu, au point de vue mathéma- 


QE re me » LA ANT tre, Cr A + À 
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tique, cette notion, on peut dire : qu'une quantité variable 
y a pour limite un nombre b, ou encore tend vers b, si elle 
peut devenir aussi voisine qu’on le voudra du nombre b, 
si la différence y — b peut devenir, en valeur absolue, 
aussi petite qu'on le voudra. 


Par exemple, si l’on considère la fonction 
y — 3 — 2T, 


cette fonction y a pour limite 3 lorsque x tend vers zéro. La diffé- 
rence y — 3 est, en effet, en valeur absolue égale à la valeur absolue 
de 24; elle peut donc devenir aussi petite qu'on le voudra pour des 


si x est 





valeurs assez petites de x. Ainsi elle sera plus petite que me 
I 


plus petit que —— (en valeur absolue), elle sera plus petite que 
O 


ul 


si æ est plus petit que etc. 


I 000 000 3 000 000 
Voici encore d’autres exemples, déjà rencontrés : 
Une fraction dont le dénominateur croît indéfiniment {end vers 
zéro. Ainsi la fraction 


I 
EE 
ÿ TL 


tend vers zéro quand x croît indéfiniment, car 


pour TZ — 100, Y— 0,01; 
pour T=—:1 000, y — 0,007; 
Pour Æ — 1 000 000, 7 — 0,000 OOT, 


et ainsi de suite. 
On peut prendre la valeur de x assez grande pour que y soit aussi 
voisin de zér0 qu'on le voudra. 


En arithmétique, on apprend que quand on ajoute un même nombre 
aux deux termes d’une fraction, cette fraction se rapproche de l'unité. 
Quand le nombre que l’on ajoute croît indéfiniment, la fraction tend 
vers I. 





ne 7 ‘ 2 ‘ A ., 
Ainsi, considérons la fraction 3’ ajoutons un même nombre positif 
æ aux deux termes : la nouvelle fraction 
2+ ZX 
(he 
J 3 + x 


croît avec x et {end vers 1 quand x croît indéfiniment. Îl suffit, pour 
le voir, d'opérer comme nous l'avons fait au paragraphe qui précède, 
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a 
19 
9 


On écrit : 
_3+t—1 L: 


16% 3 +x FN 








Quand x croit, décroît, done la partie soustractive de y dimi- 


I 
3 + x 





: RS CE ; 
nue et y croît. Quand x croît indéfiniment, ; tend vers 3610, 





done y tend vers 1, puisque la différence r — y égale à 5 devient 


7" 


aussi petite qu’on le veut. 

Nous admettrons, pour le moment, sans démonstration 
que : 

Si plusieurs quantités variables ont des limites, leur somme 
ou leur produit a une limite qui est la somme ou le produit 
de ces limites. 

Nous admettrons aussi que : 

Si deux quantités variables ont des limites, leur quotient 
a une limite qui est le quotient des limites, pourvu que la 
limite du dénominateur soit différente de zéro. à 

Lorsque le dénominateur d’une fraction tend vers zéro, 
et que le numérateur reste différent de zéro, la fraction 
croît indéfiniment. Nous en avons eu plusieurs exemples 
au cours de cet ouvrage. 


339. — Définition de la dérivée d’une fonction. — 
Considérons une fonction y d’une variable x. Supposons 
qu'on donne à la variable æ un accroissement A, 1! en 
résullera pour la fonction y un accroissement correspon- 
dant Ay. 


AD | 
Formons le quotient ne et faisons tendre Ax vers zéro. 


Si ce quotient a une limite, lorsque Ax tend vers zéro, 
cette limite est ce qu’on appelle la dérivée de la fonction y. 
Par suite : 


On appelle dérivée d'une fonction la limite du rapport de 
l'accroissement de cette fonction à l'accroissement corres- 
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pondant de la variable lorsque l'accroissement de la variable 
tend vers zéro. 


340.. — Remarque importante. — Il résulte de la défi- 
nition qui précède que, pour calculer la dérivée d'une 
fonction y de la variable x : 

1° On donnera à-æ un accroissement; 

2 On calculera l'accroissement correspondant de y; 

5° On divisera l'accroissement de y par celui de x; 

4 On cherchera la limite de ce quotient. 


= 


On est donc toujours amené à chercher la limite d’un 
quotient dont le dénominateur fend vers zéro. Pour que 
cette limite puisse exister, il faut que le numérateur 
tende aussi vers zéro, car sans cela (n° 338) la fraction 
croîtrait indéfiniment. 

Si on laissait la fraction sous la forme sous laquelle on 
l’obtient, sans la simplifier, on n'obtiendrait aucun résul- 
tat, car les deux termes dé la fraction tendant fous deux 


; $ 0 SE 
vers zéro, on obtiendrait s' Ce qui n'a aucun sens. 


Donc, 


Avant de chercher la limite du quotient, il faut toujours 
avoir soin de lé simplifier. 


344. — Notation. — Pour désigner la dérivée d’une 
fonction, on affecte la lettre qui désigne cette fonction 
d’un accent. 

Ainsi la dérivée de y se désigne par y’ (ce qui se lit 
y prime); la dérivée de f(x) se désigne par f’(x). 

On emploie encore une autre notation, appelée notation 
chfférentielle, qui consiste à représenter la dérivée de y 

dy 
par Le 

Pour l'instant, l'élève devra considérer l'expression _ 
comme une simple notation, et ne pas y voir, à proprement 
parler, un quotient. 


HA rie RES RUE EVE 
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Cependant cette notation, dans les applications pra- 
tiques, pourra être considérée comme un quotient, et voici 


comment : 


Ay 


La dérivée est la limite du rapport © lorsque A et Ay 


tendent fous deux vers zéro. Lorsque Ax et Ay. sont très 

. A1 } s 
petits, le quotient _. est une valeur approchée de la déri- 
vée y, d'autant plus approchée que les accroissements 
sont plus petits. 

Dans les applications prakiques, en physique par exemple, 
on peut prendre comme valeur de la dérivée y’ cette 
valeur approchée; dans ce cas, on peut alors considérer 

08 CU ; 
que T est un quotient de deux valeurs dæ et dy très 
petites des aècroissements Ax et Ay. C’est pour cette raison 
que souvent en physique, pour abréger le langage, on 
désigne par dæ et dy les accroissements de æ et y sup- 


posés très petits, et alors la dérivée est égale très approæima- 


à e : l 
tivement à ce quotient Fe 
de 
342. — Premiers exemples numériques. — Pour 


calculer la dérivée d’une fonction y de x on aura soin de 
suivre la marche indiquée au n° 340. 

Il sera encore bon de faire attention aux remarques 
suivantes : 

Si on donne à la variable æ un accroissement Ax—h, 
la valeur finale de la variable (n° 335) est & + h. La valeur 
initiale. de la fonction y est celle qui correspond à la 
valeur initiale x de la variable ; sa valeur finale sera celle 
qui correspond à la valeur finale æ + h de la variable. 

On remplacera donc æ par æ + h dans l'expression de y 
pour avoir sa valeur finale. 

On aura ensuite l'accroissement de y en prenant l'excès 
de sa valeur finale sur sa valeur initiale, 





LARMES PRE CFA a STE ONE ce tra or 
4 x \ . 2 s 
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On divisera cet accroissement par À et on aura soin de 
simplifier le quotient obtenu. 


EXEMPLE [. — Soit à calculer la dérivée de la fonction : 
RAT ENT chat e 
Donnons à x un accroissement : 
Atese 1Pe 


La valeur finale de x est æ + . 
La valeur finale de y est donc : 


a(t+h})+3. 
L'accroissement de y est l'excès de la valeur finale sur ia valeur 
initiale : 
Ay—= 2 (x + h) +3 — (2x +3), 


ou, en simplifiant : 


AU an. 
On a par suite : 
äy 2h 
À Arte 
En simphfiant, 1l vient : 
LUE 
Aa 2 


° A? # bi À 7 « L . . 
Le quotient _J étant toujours égal à 2, sa limite est aussi égale 
Ax D 


à 2, donc : 
dy __ 


PES 
JAN OU QE 


Exewpze IT. — Soit à calculer la dérivée de la fonclion : 
y—= 22? + x —3. 
Donnons à æ un accroissement : 
ADI. 


La valeur finale de x est x + h. 
La valeur finale de la fonction est : 


2 (@& + h)? + 5 (x + h) —5. 
L’accroissement de y est donc (excès de la valeur finale sur ia 
valeur initiale) : 


Ay= 2 (2 + h}2 + 5 (x + h) —3 — (22? + 5ù—3), 


LE GR lt Val à AIT JON 
> . # p 279 S 
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où : 
Ay— 22? + 4hx + ah? + 54 + 5h—3 — 222 — 5x +3, 


ou encore en simplifiant : 
Ay = 4hx + 2h? + 5h. 


On a par suite : 
Ay _ 4hx + 2h? + 5h 


AT h 
ou : 
— 4hx h? 5h. 
‘he se ha 
En simplifiant, 1l vient : 
A 
= = 4x + 2h15. 
Pour avoir la limite de À quand l'accroissement h tend vers zéro, 
il suffit de remplacer maintenant h par sa valeur limite zéro. On a 
donc : 
= 4x + 5. 
Exewpce II. — Soit à calculer la dérivée de la fonction : 
__2æ—3 
_ x+5 
Donnons à x un accroissement : 
AT: 


La valeur finale de la variable est x + h; celle de la fonction est : 
2(t+h)—3 2x + 2h—3 
LR AT RES 
L’accroissement de y est donc : 
__ at + 2h —3 36 27 — 3 
LR z+h+5 x+5 
(2x + 2h — 53) (x + 5) — (27 —3) (x +h +5) 
(œHh+5)(x+5) ; 


ou : 


Au, 


ou encore : 
222+ohx—3x +ioxHioh—15—021—92h1—1012+3x+3h+ 15 


ie &+Fh+5)(& +5) 


EE 1 . 
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En simplifiant, 1l vient : 


Lee 13h 
 (&+h+5) (& + 5) 
On en conclut : 
Ay 13h 


4x h&+R+5)(@+5) 


Simplifions la fraction en divisant les deux termes par h, et il 
vient : 
Ay 13 


ds (c+h+5)(&+5) 
Faisons maintenant h— 0 et nous obtenons la dérivée : 
; 13 
PRES 





343. — Dérivée d’une constante. — La dérivée d'une 
constante est nulle. 

Si, en effet, une fonction y est constante, c’est-à-dire 
conserve toujours la même valeur, sa valeur finale sera 
égale à sa valeur initiale, son accroissement sera nul. 


Donc | M0. 
: A 
Par suite, Te, 
: k AY#: ; : : 
quel que soit Ax. Le quotient re étant toujours égal à 


zéro, sa limite sera zéro; et on a bien 

== 0 

344. — Dérivée de la fonction linéaire — La dérivée 
de la fonction ax + best a. 

Soit, en effet, la fonction 

Y—= QAR + b. 
Donnons à la variable l'accroissement 
DE [re 
La valeur finale de celte variable sera æ + h. 
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La valeur finale de la fonction sera : Eau 
a(x + h) +b=ax + ah + b. 
L’accroissement de y sera donc (excès de la valeur finale 
de la valeur initiale) : 
Ay = ax + ah + b— (ax + b) 
ou 
Av en: 
Par suite, on a : 
si _ ah, 
APN ONE 


. An , . ’ A] “ = 
Le quotient <= étant toujours égal à a, sa limite est 
AL 


égale à a et on a bien : 


dy 
Y=GI OU. --—0: 
J dc 
ExempLes. — Appliquons ceci aux fonctions suivantes : 
Vs d lecits 


JTE N AU — a; 
EE: 3 VE D. 

TES RD AN ESS 

y—=6—3%x, y ——3. 


345. — Dérivée du trinôme du second degré. — La 
dérivée du trinôme ax? + bx + c est 2ax + b. 


Considérons la fonction | 
y— ax? + bx + c. 
Donnons à la variable æ un accroissement 
We 
L'accroissement correspondant de la fonction sera 
Ay—a(@ + h}? + b(@ + h) + c — (ax? + bx + 0) 
ou, en développant et simplifiant, | 


Ay=2ahx + ah? + bh, : | 
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On a donc : 


Ay _2ahx +ak+bh 


nee Pl te D. 
A h ê CF + 


: A1 4 . 
Lorsque tend vers zéro, _ a manifestement pour 
“e 


limite 2ax + b. 
Par suite, 


y —=2ax + b, 


ou 
du 
LE 2 AR + b. 
de 
ExEmPLES. — Appliquons ceci aux exemples numériques sui- 
vanls : 
y—=At ET, Wa, 
y—= 3x — 5%, y—=6x—5; 
I I 2 ï 
Yy—= SL —- x +3 Y—SX——; 
y 3 4 + ? y 3 Â ’ 
NRA , . ; 
y—=-2* + 3x — 06, = 5. 
2 


346. — Dérivée de a, — La dérivée de la fraction 
ax + b 


ax +b de ab'— ba". 
a'x + D’ (ax + b'} 
Soit 
. AT + b 
AT a'x + b’ 
En donnant à la variable x l'accroissement 
Ax—=h 


la fonction y prend la valeur finale SE ee D 


a'(æ + h) + 0’ ei son 


accroissement correspondant est : 


EE ax + ah+b A a+ b 
Lip ax+ah+b ax<+b 


, RESTES TES EE ETS 
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En réduisant au même dénominateur et simplifiant le _ | 
numérateur, on trouve : 1 
AE ab'h— a'bh 
(ax + a'h + b')(a'x + b’) 
On en déduit : 
AY __ ab" — ba’ 
Aœ (axæ+ah+b)(aæ+b) 
car le numérateur de Ay est divisible par À. 
Lorsque l'accroissement h de æ tend vers zéro, le pre- 
mier facteur du dénominateur devient égal au second et, 
par suite, _ a pour limite res 
On a donc bien : 
, ab’ —ba 


VE a+ 0 








ExemPLes. — Voici quelques applications numériques : 
— L PS a I L2 
HE PET qa à? 
y—=— y ; 
JS RU CRT 
22% +1 ea LR 
Mg me UE 
1 _ 4x —3 AD w 
IT EEE CN PTE 
347. — REMARQUE. — Pour faciliter le calcul de la 
" ax + b x ; 
dérivée de RES on peut se servir du moyen mnémo- 


nique que voici : les quatre coefficients a, b, a/,b', étant 
disposés comme ils le sont dans la fraction 

NZ 

Fa 
il suffit, pour avoir le numérateur, de faire la différence des 
produits en croix. 
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$ 2. — Application du calcul de la dérivée à 
l’étude de la variation d’une fonction. 


348. — Interprétation géométrique de la dérivée. 
— Théorème. — Le coefficient angulaire de la tangente à 
la courbe représentative de la variation d’une fonction est, en 
chaque point, égal à la valeur correspondante de la dérivée 
de la fonction. 


Rappelons d’abord la définition géométrique de la tan- 
gente en un point d’une courbe. 
Soit C (fig. 56), une courbe, et M, un point de cette 





Fig. 56. 


courbe. Prenons sur la courbe un second point M’, voisin 
du point M, et traçcons la droite MM’. Si, lorsque le point 
M’ se rapproche indéfiniment de M en restant sur la 
courbe C et vient se confondre avec M, la droite MM’ tend 
vers une position limite MT, c’est cette position limite 
qu'on appelle la tangente à la courbe C au point M. 
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Le point M est alors ce qu’on appelle le point de contact 
de la tangente MT. 

Ceci posé, considérons une fonction y d’une variable æ : 
et imaginons qu'on ait tracé (fig. 56) la courbe C repré- 
sentative de la variation de cette fonction. 

Soit M un point de ceite courbe d’abscisse æ el d’or- 
donnée y. Donnons à æ un accroissement Ax, la fonction 
y Subira un accroissement correspondant Ay et les valeurs 
finales de la variable et de la fonction seront respective- 
ment æ + Aæ, y + Ay. 

Soit M’ le point de la courbe de coordonnées æ + A%, 
y + Ay. Traçcons la droite MM’ et cherchons d’abord son 
coefficient angulaire. 

Si nous désignons par à le coefficient angulaire de MM’ 
et par b l’ordonnée à l’origine de cette droite (n°° 236 à 239), 
l'équation de cette droite sera : 


(1) y=aL + b. 


D'autre part, comme le point M’ est situé sur cette 
droite, ses coordonnées vérifient également l'équation (1), 
et nous aurons : 

y + Ay=a (x + At) + b 
ou : 

(2) y + Ay = ax + aA + b. 


Retranchons, membres à membres, les égalités (1) et(2) 
et il vient : 


Ay 00. 
On en tire : 
___Ay 
(3) LT 


formule qui donne la valeur «a du coefficient angulaire de 
la droite MM. 

Ceci posé, supposons que le point M’ se rapproche indé- 
finiment de M et vienne se confondre avec lui. Les 
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accroissements Ax et Ay tendront tous deux vers zéro et 
A1 NA 42 . 
le rapport a = aura pour limite la dérivée y’ de la fonc- 
tion y. Or, puisque MM’ a pour limite la tangente MT en 
M, le coefficient angulaire a de MM aura pour limite le 
coefficient angulaire de la tangente MT. La limite de a, qui 
est y’, est donc le coefficient angulaire de la tangente 


MT. C'est ce que nous voulions démontrer. 





349. — REMARQUE. — Nous avons vu (n°237) que le 
coefficient angulaire d'une droite est égal à la fangente 
trigonométrique de l'angle que fait cette droite avec la 
partie positive de l’axe Ox. 

Si donc on désigne par « l'angle &, MT (fig. 56) que fait 
la tangente à la courbe en M avec l’axe Ox, on a l'égalité 


tanga—1. 


350. — Croissance. — Théorème. — Lorsqu'une fonc- 
tion est croissante, sa dérivée n'est pas négative. 

Soit y, une fonction croissante de la variable æ. Ceci veut 
dire (n° 209) que y et æ varient dans le même sens. 

Donnons à æ un accroissement Ax et soit Ay l’accroisse- 
ment correspondant de y. Dire que x et y varient dans le 
même sens, c’est dire que æ et y augmentent ou diminuent 
en même temps. 

Si, en passant de la valeur initiale æ à la valeur finale 
æ +- Aæ, la variable augmente, Ax est posihif; mais alors 
la fonction, passant de la valeur y à la valeur y + Ay, 
doit aussi augmenter, et Ay doit être positif. 

Si, au contraire, la variable a diminué, Ax est négatif; 
il doit en être de même de la fonction et Ay doit être éga- 
lement négatif. 

En d’autres termes, lorsque la fonction est croissante, 
Aæ et Ay sont de même signe. 


Le quotient 4. est donc toujours positif; et, par suite, 
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sa limite, lorsque Ax tend vers zéro, qui est la dérivée y, 
ne saurait être négative. 

La dérivée d'une fonction croissante est en général positive. 

Cette dérivée pourrait être parfois nulle, car un nombre 
positif peut avoir pour limite zéro. 

En aucun cas, cette dérivée n’est négative. 

Exewrze. — Nous avons vu (n° 243) que la fonction 
| , y —=ÂT —3 
est croissante. Sa dérivée (n° 344) 

jen 


est bien positive. 


351. — Décroissance. — Théorème. — Lorsqu'une 
fonction est décroissante, sa dérivée n'est pas positive. 

Soit y une fonction décroissante de la variable æ. Ceci 
veut dire (n° 210) que y et æ varient en sens inverse. 

Donnons à æ un accroissement Ax et soit Ay l’accroisse- 
ment correspondant de y. 

Si, en passant de la valeur initiale æ à la valeur finale 
æ + Aæ, la variable a augmenté, Ax est positif; mais alors, 
la fonction, passant de la valeur y à la valeur y + Ay, doit 
au contraire diminuer, et Ay doit être négatif. 

Si la variable diminue, Ax est négatif. La fonction doit 
alors, au contraire, augmenter, et Ay doit être positif. 

En d’autres termes, lorsque la fonction est décroissante, 
Ax et Ay sont de signes contraires. 


Le quotient LL est donc toujours négatif, et, par suite, 


sa limite, lorsque Ax tend vers zéro, qui est la dérivée y’, 
ne peut pas être positive. 

La dérivée d'une fonction décroissante est en général 
négative. 

Cette dérivée peut être nulle, car un nombre négatif 
peut avoir pour limite zéro. 

En aucun cas cette dérivée n’est positive. 
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ExEmPLE. — Nous avons vu (n° 244) que la fonction 
VA STAU 


est décroissante. Sa dérivée 


Î 
| 
© 


y 
est bien négative. 

352. — Maxima et minima. — Considérons une fonc- 
tion y de la variable x et faisons croître æ de — œ à + ; 
il peut arriver que la fonction varie sans cesse dans le” 
même sens, aille sans cesse en croissant ou sans cesse en 
décroissant. 

C'est ce qui a lieu par exemple pour la fonction linéaire ax + b. 


Nous avons vu, en effet (n° 242 à 214), qu'elle est croissante lorsque 
a est positif et qu’elle est décroissante lorsque a est négatif. 


Mais il peut aussi se faire que la fonction x ne varie pas 
sans cesse dans le même sens. Il peut arriver que pour 
une certaine valeur de x le sens de la variation change. 


C’est ce qui a lieu pour le trinôme du second degré ; car nous avons 
vu (n° 302) que pour z— — — le sens de sa variation change. 
24 * 


Par exemple (n° 302), le trinôme x? + 3x—5 décroît d'abord 
œ 
lorsque x croit de — x à — =; puis pour t——" Île sens de sa varia- 


C4 = A A LA A . 3 « 
tion change et le trinôme croît ensuite lorsque x croît de — — à +. 
2 


Lorsque pour une certaine valeur de la variable une fonc- 
tion cesse de croître pour décroître, on dit que la fonction 
passe par un maximum. 

Lorsqu'au contraire, pour une certaine valeur de la variable, 
la fonction cesse de décroître pour croître, on dit que la fonc- 
tion passe par un minimum. 


. . . 3 » A 
Ainsi la fonction x? + 3x — 5 cesse, pour x— ——; de décroître pour 
2 
; PM 3 
croître. Elle passe donc par un minimum pour x — — - et la valeur 
2 
3 


de 2 : “ 
de ce minimum est la valeur — . de la fonction pour x ———. 
s 


356 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 

353. — Interprétation géométrique. — Les résultats 
trouvés aux numéros 850 et 351 s'interprètent géométri- 
quement au moyen de l'application du théorème du n° 348. 

Traçons (fig. 57) la courbe représentative d’une fonc- 
tion. Lorsque la fonction croît, sa dérivée est positive .et la 
courbe monte. Soit M un point d’une portion montante de 





Fig. 57. 


la courbe. Nous avons vu (n° 349) que la dérivée est en ce 
point égale à tang «, « étant l’angle de la tangente MT à 
la courbe avec Ox. Or, puisque la courbe monte, l’angle « 
est aigu, sa tangente trigonométrique est donc positive. 
C'est ce qui exprime bien que la dérivée est positive. 
Lorsqu’au contraire la fonction décroît, la courbe des- 
cend. En un point M’ de la portion descendante (fig. 57), 
l'angle &’ de la tangente M'T' à la courbe avec l'axe Ox est 
obtus. La tangente trigonométrique, tango’, de cet angle 
qui est égale à la dérivée en ce point est donc négative. 
Ainsi la formule 


tanga=—1/ 
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moritre bien que : 

lorsque la fonction croît, 

« est aigu, tanga—=y>0; 
lorsque la fonction décroîit, 
a est obtus, tanga—y"’<o. 

En un point où la fonction est maxima, comme le point A 
(fig. 59), la tangente à la courbe est parallèle à Ox, l'angle « 
est nul; donc {a dérivée est nulle. 

De même en un minimum, tel que B, la tangente est 
également parallèle à Ox et la dérivée est aussi nulle. 

Donc : lorsque la fonction passe par un maximum ou un 
minimum, la dérivée s'annule en changeant de signe. 


354. — Intervalle. — On dit que æ est compris dans 
l'intervalle (a, b) lorsque æ est compris entre a et b. 

Ainsi dire que æ est compris dans l'intervalle (— 3, + 2), c'est 
dire que l’on à : 

— 3 LIL + 2. 

Dire que æ est compris dans l'intervalle ( —% , a) c’est 
dire que x est plus petit que a. 

Dire que æ est compris dans l’intervalle (a, + œæ) c’est 
dire que # est plus grand que «4. 

355. — Réciproques. — Lorsque la dérivée d'une fonc- 
tion est positive pour toutes les valeurs de la variable com- 
prises dans un intervalle, cette fonction est croissante dans 
cet intervalle. | 

Lorsque la dérivée d'une fonction est négative pour toutes 
les valeurs de la variable comprises dans un intervalle, cette 
fonction est décroissante dans cet intervalle. 

Ces réciproques se déduisent des théorèmes des n°: 350 
et 351 par un raisonnement par l'absurde. 

Supposons, en effet que pour toutes les vsieurs de æ 
comprises dans une intervalle (a, b), a étant plus petit que 
b, la dérivée y’ d’une fonction y de x soit positive. 

Faisons croitre æ de a à b. Si la fonction ne variait pas, 
restait constante, soit dans tout l'intervalle où seulement 
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dans une partie, la dérivée y’ serait nulle tant que y serait 
constante (n° 343). | 

La fonction doit donc varier sans cesse. 

Or, elle ne peut pas décroître, car si elle décroissait, 
ne fût-ce que dans une partie de l'intervalle, sa dérivée 
ne pourrait pas être constamment positive, car (n° 3514) 
elle ne serait pas positive tant que y décroîtrait. 

La fonction variant et ne pouvant Jamais décroitre, 
croît sans cesse lorsque x croit de a à b. 

On ferait une démonstration analogue dans le cas où 
la dérivée y’ serait négative pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et b. 


REMARQUE. — Géométriquement, ces réciproques sont 
évidentes. Si, en effet, la dérivée y’ est positive, c’est que 
l'angle « de la tangente à la courbe avec Ox est constam- 
ment aigu. Par suite, la courbe monte et la fonction croit. 

S1 la dérivée est négative l’angle « (alpha) est obtus, la 
courbe descend et la fonction décroit. 


356. — Application à l’étude de la variation d’une 
fonction. — De ce qui précède, il résulte que la connais- 
sance du signe de la dérivée suffit pour connaître le sens 
de la variation d’une fonction. 

Pour étudier la variation d’une fonction, on suivra alors 
la marche que voici : 

1° Si la fonction a un dénominateur, on calculera la ou 
les valeurs de x qui annulent ce dénominateur. 

Pour ces valeurs, la fonction devient infiniment grande. 
On dit qu’il y a une discontinuité de la fonction. 

2° On calcule la dérivée. 

3° On cherche les valeurs pour lesquelles la dérivée 
s'annule. 

4 On range par ordre de grandeur croissante les 
valeurs de æ pour lesquelles la fonction est infinie, et 
cell2s pour lesquelles la dérivée s’annule. 
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5° On a ainsi formé une suite d’intervalles allant de 

— à + æ dans chacun desquels la fonction n’est pas 
infinie et la dérivée conserve un signe constant. 

On cherche alors le signe de la dérivée dans chacun de 
ces intervalles. Ce signe indique le sens de la variation 
de la fonction. 

Appliquons ceci aux exemples déjà traités. 





357. — Fonction linéaire. Soit la fonction 


i=a@ tb. 
On a (n° 344) : 
y—=a. 
Si a 0, la fonction est sans cesse croissante. 
Si a <o, la fonction est sans cesse décroissante. 


358. — Trinôme du second degré. — Considérons le 


trinôme : 
y —= ax? + bx + c 
on a (n° 345). 
y —24ax + D. 





Cette dérivée s’annule pour x = — Pr 
1° Si a > 0, l'inégalité 
2 ax + b > 0. 
, = , b 
est vérifiée pour GET enr 
b 1 # A 
Donc quand Series US O, y décroit; 
b 12 A 
et quand Se NU mer y croit. 
On retrouve les résultats connus (n° 3062), la fonction est 
Le b 
minima pOur t—=——" 
24 


2° Sia<o, l'inégalité 

2a%+b>o 
b 

2: @ 


est vérifiée pour x < — 





940 
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b 


Donc, quand æ<—— , y'>0o, y croit; 


ct quand 


24 


Spor y y dé oît 
æ "a » Y LO, Y décroil. 


La fonction y est maxima pour æ=— 
359. — Fonction RE — Soit la fonction 
a'x +0 
RM b 
I Ga +0! 


Cette fonction devient infiniment grande pour la valeur 


L 


T—=— qui annule le dénominateur. 


Sa dérivée est (n° 346) : 


, _àab'—-ba’ 
y SO PPT I à 
(a'æ + b') 


Comme le dénominateur est toujours positif, on voit 
que la dérivée conserve toujours un signe constant. La 
fonction varie toujours dans le même sens. Si ab'—ba'> 0, 
elle est croissante; si ab'—ba'<o, elle est décroissante. 
Pour faire un tableau de sa variation, cherchons encore sa 
valeur quand & croît indéfiniment; pour cela, divisons les 
deux termes de la fraction par &. On a ainsi : 


DROITS Er PE b b 
Lorsque æ croît indéfiniment les deux fractions met es 


tendent toutes deux vers zéro. La fraction a donc pour 


limite : 


LE Ua 
DÉMO R 
ad += 


"4 


us es à on is 
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Nous avons alors les tableaux de variations suivants : 














ab'—ba > 0o ab'— ba <o 
CR De 
‘4 y' y Z y! D 
a 
we. a he a 
a 1” 
+ croit = vudécroit 
b' + co b DES 
— — [ne | en L — — | 
u — a’ - O 
au croit —  |décroit 
a a 
+ æ pr + 00 ur 
a & 
REMARQUE. — Dans le cas où ab’ —ba'—0o on trouve 


que y’ est toujours nulle. Il est donc à prévoir que la fonc- 
tion y est constante. En effet, l'égalité 


ab'— ba —0 
s'écrit Eee 


appelons k la valeur commune des rapports 


uv 
eat 
on en tire : 
DRE LE ND: 
Par suite 


: _ka'x + kb'_k(a'æ +0") 
Aa + bdinrvsdat 0! 
On voit que les deux termes de y sont divisibles par 
a'æ + b'. La fraction se simplifie et il vient : 
HET 


La fonction y est donc toujours égale à k. 


ER Ve Pi Le, 
| TE tt : RS 
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360. — Exercice I. — Étudier la variation d'un produit de 
deux facteurs dont la somme est constante et égale à a. 


Soit æ l’un des deux facteurs. L'autre sera égal à a —æ. 
Leur produit est donc : 


y—=X(a— x), 
ou 
Y—=AL— 0? 
Calculons la dérivée de cette fonction y. C'est (n° 345): 
V0 AD; 
, . , s «a , 
Cette dérivée s’annule pour de elle est positive 


a ANT a 
lorsque æ<- et négative lorsque LD: On a donc le 
2 


tableau de variation suivant : 


LA 








XL y y 
a , LBa re 
Pour æ—- la fonction est 
2 —— 00 — D 
maæima et la valeur du maæxti- ai. CrO 
mum est : a ae 
— 0 |—(max.) 
en a\ a? : Â 
Vis VUE 7 ca décroît 
+ —"00 


a À 
On peut remarquer que lorsque T—- on a aussi 


a 2 * 
a—x—-. Donc la fonction y est maxima lorsque les deux 
40) 2 


facteurs du produit sont égaux. 

Ce résultat s'exprime ainsi : 

Un produit de deux facteurs dont la somme est constante, 
est maximum lorsque ces deux facteurs sont éjaux. 

On peut construire la courbe représentative de la fonc- 
tion y. Pour faire le tracé avec plus de précision, on 
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remarque que y s'annule pour æ=o et æ —«. Ceci montre 
que la courbe passe à l’origine O des coordonnées (fig. 58) 
et coupe en outre Ox au point A d’abscisse a. Le point M 










mm mmmm mm mm mm = 


Fig. 58. 


le plus haut où la tangente est parallèle à Ox, correspond 


: a a? 
au maximum æ€— pe. y = mé 


361. — Exercice II. — Étudier la variation de la fonction : 
y—=XS— 3 + 1. 


Calculons d’abord la dérivée. 
Donnons à æ un accroissement 


CRT, 2 
Jl en résulte pour y un accroissement 
Ay=(æ+h)5—3(x+h) +1—(25—3@+ 7x). 
Or, on a, en effectuant les calculs : 


(x +h}=axs+3hax+3hx+ hs 
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on en conclut : 
Ay=3hx?+35hRæ+h5—3h, 


Aya She SR CERN ESR, 
AZ — h 
et enfin 


AYS LE 2 Ms se? 
a + 3h + h2—3. 


Faisons maintenant tendre À vers zéro et il vient : 
y—=3a—3 —3(at— 1). 
Cette dérivée s’annule pour 


LA 
ou 
ee jr rh 


Lorsque æ est compris entre 





EN D 1 À 
—1 et +1, y est négative. J 4 
sque 1s grand que 1 
Lorsque x est plus g q Me “de 
ou plus petit que —1, y est Se Les 
Dositive. 
l — 1 0 3 (Max.) 
On a alors le tableau ci-contre. FT décroit 
a +1 o |—1(min.) 
Pour x=—=— 1, y cesse de croître HA 
our décroître et passe par un 
P P ! ns re 


maximum 3. 


Pour æ—<+1, y cesse de décroître pour croître, la 
fonction passe par un minimum égal à — 1. 

La construction de la courbe ne présente aucune diffi- 
culté. 

Lorsque æ croît de — à —-1, on a une branche de 
courbe montante DA (fig. 59) jusqu’au point À correspon- 
dant au maximum. æ croissant de — 1 à +1, la courbe 
redescend de À en B au minimum. Elle coupe l’axe Oy au 
point C d’ordonnée 1; car pour æ—0o, on a y—=1. 


DU 


RCE 
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Enfin, æ croissant de 1 à Ho, on a une branche de 
courbe montante BE, 





Fig. 59. 


REMARQUE. — La courbe coupe Ox en trois points. 
Ceci prouve qu'il y a trois valeurs de æ pour lesquelles y 
prend la valeur zéro; 

C'est-à-dire qu'il y a trois valeurs de æ pour lesquelles 
On à : 

X3—3X +1—=0o. 


Cette équation a donc trois racines qui sont les abscisses 
de ces trois points. 


$ &. — Théorèmes généraux sur les dérivées. 


362. — Résumé. — Nous avons, dans ce qui précède, 
calculé les dérivées des fonctions les plus simples en 
appliquant, à chacune de ces fonctions, la définition 
même de la dérivée. Or, il existe des règles générales qui 


LI Vs Je x PA cb € ° , LE 2 
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permettent d'éviter ces longs calculs. Ce sont quelques- 
unes de ces règles que nous allons donner. 

Mais, auparavant, nous rappellerons deux résultats im- 
portants trouvés plus haut et dont nous aurons fréquem- 
ment besoin : 


La dérivée d'une constante est nulle (n° 343). 
La dérivée de x est 1 (n° 344). 


363. — Dérivée d’une somme. — La dérivée d'une 
somme de plusieurs fonctions d'une même variable est égale 
à la somme des dérivées de ces fonctions. 

Cet énoncé suppose évidemment que chacune des fonc- 
tions admet une dérivée. 

Soient u, v, w plusieurs fonctions d’une même variable 
indépendante æ, leur somme 

Y—=U + v +'Ww 
est évidemment une fonction de la même variable æ. 

Supposons que l'on donne à æ un accroissement Aw, 
en résultera pour uw, v et w des accroissements correspon- 
dants (n° 337) Au, Av et Aw. 

Ceci revient à dire que les valeurs 2nitiales des fonc- 
tions, pour la valeur æ de la variable, étant w, v, w, les 
valeurs finales, pour la valeur æ+Ax de la variable, 
sont uw + Au, v + Av, w + Aw. 

La valeur initiale de la somme y est la somme u + v +w 
des valeurs initiales; la valeur finale de y est la somme 
u + Au + v + Av + w + Aw des valeurs finales. 

L’accroissement de y est donc : 


Ay = u + Au + v +Av + 10 + Anw — (u + v + w), 
qui est l'excès de la valeur finale sur la valeur initiale. 
En simplifiant, il vient : 


(1): Ay — Au + Av + Aw. 


Pour avoir la dérivée de yil faut, par définition (n° 339), 





Là that OC, A, GA PEUT + 
at Ya, FE 


IT a N ; » ii 5 di se \ v * { 5" 
* { . a 


LA 
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PR A1 ; 
chercher la limite de _ lorsque Ax tend vers zéro. Or, 
12 


t 


on a, d'après l'égalité (1), 


Ay Au Av Aw 
Ag . Ax  AX  Aœ 





Au Av A 
» =) — Et — 
ATMALT AP 


tivement vers des limites «u’, v’ et w’ qui sont les déri- 





Lorsque Ax tend vers zéro tendent respec- 


vées de «, v et. 
: A1) S AE 
Par suite, us Le est leur somme, tend vers une limite 
À 


qui est la somme de ces limites w’ + v'+w'. La dérivée y’ 
de la fonction y est donc bien : 


y=w+v +", 


c’est-à-dire la somme des dérivées. 


364. — Dérivée d’un produit. — La dérivée d'un pro- 
duit de plusieurs fonctions d'une même variable est égale à 
la somme des produits obtenus en remplaçant successivement 
dans le produit considéré chacun des facteurs par sa dérivée. 

1° Cas de deux facteurs. — Soient w et v deux fonctions 
d'une même variable #. Leur produit 


Y— UV 


est évidemment une fonction de la même variable, 

Supposons que l’on donne à la variable x un accroisse- 
ment Aæ, 4! en résultera pour les fonctions w et v des 
accroissements correspondants Au et Av; de telle sorte que 
les valeurs 2nitiales des deux facteurs étant « et v, leurs 
valeurs finales sont u + Au et v+ Av. 

La valeur initiale du produit sera le produit uv des 
valeurs initiales; et sa valeur finale sera le produit 
(u + Au) (v + Av) des valeurs finales. | 


LS be di D, LR. 'EL nl tié ftad ds th AC, | 
QUE dE 4 Are AR VIENS 
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L’accroissement du produit y est donc l'excès de la 


valeur finale sur la valeur initiale, ou : 
Ay=(u + Au) (v + Av) — uv. 
En développant le second membre, il vient : 
Ay = UV + v : Au + u - AV se Au » AU — uv 
ou 
(1) Ay— v : Au + u + AV + Au : AV 


: Eye ? A1 
Pour avoir la dérivée de y, formons le quotient. en 


divisant les deux membres de l'égalité (1) par 4x, et nous 
obtenons : 


Ay » 


(2) mt SA ee = + Au - 


À 4 Au: Av 
Lorsque Ax tend vers zéro, les quotients an ee tendent 


respectivement vers les dérivées w’ et v’ des fonctions « et 

v. D'ailleurs l’accroissement Au tend vers zéro (car sans 
TC PRET D Se À ps RSS 

cela n'aurait pas de limite et croîtrait indéfiniment, ce 


à Ay 
que nous ne supposons pas). Il en résulte que Ag à une 


limite y’ obtenue en remplaçant dans le second membre de 
l'égalité (2) les diverses quantités par leurs limites (n° 338) 
ce qui donne : 
y'—= vu" + uv! + 0", 
ou finalement 
y —= VU" + uv’. 


/ 


Or, vu’ + uv’ est bien la somme des deux produits obte- 
nus en remplaçant successivement dans uv 1e deux fac- 
teurs uw et v par leurs dérivées u’ et v’. 


2 Cas général. — La proposition étant vraie pour deux 
facteurs s'étend aisément, de proche en proche, aux cas 
de 3, 4, plusieurs facteurs. 








+ Le à 


À 
+ 
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Prenons d’abord trois facteurs 

y = UV. 

On peut considérer y comme le produit de deux fac- 
teurs uv et w, on a donc, d’après le cas précédent : 
(3) y'—=(uv) -w +(uv) W’. 

Or, toujours d’après ce qui précède, 

(uv) = u'v + uv’ 
donc, en remplaçant dans l'égalité (3), il vient : 


y'—={(u'v + uv’) w + uvw’ 
ou 


(4) y'=u'vw + uv'w + uvw, 


ce qu'il fallait démontrer. 
Examinons encore le cas de quatre facteurs : 


y = UVWUS 


où u, v, w, s désignent quatre fonctions de æ. Nous pou- 
vons regarder y comme un produit de deux facteurs uvw 
et s. On a alors, d’après le premier cas, * 


(5) y'=(uvw)"s + (uviw)s. 


Or, l'égalité (4) donne la valeur de (uvw)', et, en la rem- 
plaçant dans (5), il vient : 
y = (u'viw + uv'iw + uvw')s + uvws’ 
ou 
y'=u'vws + uv'ws + uviw's + uvws’. 


Ce qui est bien la somme des produits obtenus en rem- 


placant successivement dans le nr uvws, les facteurs 
vu CLs parleurs dérivées u’,v'w"el’s. 


365. Dérivée d’une puissance. — La dérivée d'une 
puissance s'obtient en la multipliant par son exposant, dimi- 
nuant cet exposant d'une unité et multipliant le tout par Ia 
dérivée de la fonction élevée à cette puissance. 


Prenons d’abord un cas particulier. 
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Soit w une fonction de la variable x et 





UEEU* 


sa troisième puissance. Par définition de la puissance, y 
est le produit de trois facteurs égaux à « : 


Y—=UU-U. 


On aura donc la dérivée en appliquant la règle du n° 364 

ce qui donne : 
y'=u'uu + uu'u + uuu’. 

Dans le second membre chacune des parties de la 
somme est un produit de 2 facteurs égaux à uw et un fac- 
teur w’, chacune de ces parties est donc égale à u?u’, et 
on a : 

y'= vu + vu + uv’ 


ou UD 
Plus généralement, soit 
y—u”", 
m désignant un nombre entier positif. 
y est le produit de m facteurs égaux à w et s'écrit 
m facteurs 


EL TT 
Y—U RUN EUUUL 


On obtient donc sa dérivée en appliquant la règle du 
n° 364, ce qui donne : 


J'=UUU...Uu + UU'U. LI. UU + ..: Æ UUU AOUUS 


Le second membre est une somme de m produits. 
Chaque produit comprend m—1 facteur égaux à uw et un 
facteur w’. Chacun de ces produits est donc égal à w”-1w/, 
de sorte que l’on a : 

V'= UP AU EUR UE, Eu iu) 
où 
y = mu" 1 . y 
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366. Dérivée de x”. — La dérivée de x" est max". 
Il suffit, pour le prouver, d'appliquer la règle précédente 
au cas particulier où 

= TX, 
On a alors : 

URSS Le 
La dérivée de x" est donc : 


mMmLrT1 à (x)— max"! TILL, 


367. Dérivée du produit d'une fonction par une 
constante. — La dérivée du produit d'une fonction par une 
constante est égale au produit de la dérivée de cette fonction 
par la constante. 

Cela résulte immédiatement de l'application de la règle 
du n° 364 et du fait que la dérivée d’une constante est 
zéro. 

En effet, si l’on a : 

RENTE 
a étant une constante et w une fonction de x, on en déduit 
(n° 364); 
y'=au +o.u—=aw’, 
puisque la dérivée de « est o. 


368. Dérivée de ax". — La dérivée de ax" est Mar" t, 
Elle s'obtient en multipliant l'expression par l'exposant de x 
et diminuant ensuite cet exposant d'une unité. 


En effet, la dérivée de x" est (n° 366) mx""1, la dérivée 
de ax", où a désigne une constante, est égale à la dérivée 
de x" multipliée par a et, par suite, à Max". 


Exeupes. — La dérivée de 
5 5 est 3 < 1x2 — 15 x?. 


En appliquant la régle precédente on a : 


TER EX d'où y —=21 4; 
2 a au « » 
fais 2 d’où Tu; 
J 
Y—= — 2 5 d'où y RE 815, * 


I gen F 3 
=== 45 d'où y —= — = x%?, 
y 5 y 5 
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369. Dérivée d’un polynôme entier. — La dérivée 
d'un polynôme entier est la somme des dérivées de chacun de 
ses termes. 

Ceci résulte de la règle du n° 363. 

Les dérivées des divers termes du polynôme s’obtiennent 


en appliquant la règle du n° 368 et celle du terme constant 
est nulle. 


ExempLes. — En appliquant ce qui précède on retrouve les dérivées 
trouvées précédemment : 
y—= ax + b ; l'RUHX 
y—= a + bx + c ; y —=2ax + b. 
On à encore : 
y—=as+oa—5x+6G ; yY—=3+4z—5 ; 
Y=AaS + pr + q ; y —=3%2 4 pe.) 
y—2at—5ar +7x—3 t y—8x5—107+7 ; 


RP 2 ; SAONE 
y=— st -T 7 ; y —=Dxi—<15+-. 
6 7 ÿ 7 


370. — Dérivée d’un quotient. — La dérivée d’un quo- 
tient est une fraction ayant : 1° pour numérateur l'excès du 
produit de la dérivée du numérateur de la fraction par son 
dénominateur sur le produit de la dérivée du dénominateur 
par le numérateur ; 2° pour dénominateur, le carré du déno- 
minateur de la fraction proposée. 

Soient uw et v deux fonctions d’une même variable , et 
soit leur quotient 


Ha 
IF y 


Donnons à æ un accroissement Ax; il en résultera pour 
les fonctions w et v des accroissements correspondants 
Au et Av, de telle sorte que les valeurs finales de uw et v 
seront w + Au et v + Av. 


etes (72 
La valeur initiale de y étant s' Sa valeur finale sera le 


u + Au 
v + AV 


des valeurs finales des deux termes. 





quotient 





bete un ss. "5 
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Son accroissement sera donc (excès de la valeur finale 
sur la valeur initiale) : 


RU + AU 


MYDE RADIO UE 
ou, en simplifiant, 


x _(u—+adu)v—(v+Av)u  v.Au—u.Av 
AS U (U + Av) Me (0 AU) | 


; È A ne : 
Pour obtenir le quotient A divisons le numérateur par 


Azx et il vient : 
AU Av 
MfU VA Age 
A v(U+ Av). 





, Aw , AV 
Lorsque 4x tend vers zéro, © et Fe tendent respective- 


ment vers les dérivées «’ et v des fonctions « et v: Le 


; At 
numérateur de — 
AZ 





a donc pour limite vu— uv. D'autre 


} 


part, Av tend vers zéro (puisque 5. ne croit pas indéfini- 
#4 
ment), par suite le dénominateur a pour limile v.v ou vw. 


sa Ai ; s'ÉSR 
La limite de 7 qui est la dérivée de y, est donc : 


y. VW — uv 
BC remeo read 
V* 


371. — Applications. — La règle précédente permet de 
calculer rapidement les dérivées de toutes les fractions 
rationnelles, c’est-à-dire des fractions dont les deux termes 
sont des polynômes entiers, puisque (n° 369) l'on sait cal- 
culer la dérivée d'un polynôme. 


L ar b 
EXEMPLES. — Soit : == LAS a A 
ax + b 
BoURLET. — PRÉC. D'ALGÈBRE. 23 


ad" à1° Â T4 À À Ée. LPS" L Fr CONS PTE ET DE PA 1" 
0 7 a u pr _ RIT # : *. SSSR 
* > L é 
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La dérivée de ax + b est a, celle de a’x + b’ est a’. Donc : 
,_ (a'xæ+b')a—{(ax +b)a ab ba 
CAMES (ax + b'}? (ax + b'}? 
On retrouve, plus simplement, un résultat connu. 
Soit encore : 
a? — 5x +6 
CRETE se 
3 


on à : 
(x +3)(2x—5)—(22—5r+<6)X7r 


es (x + 3ÿ° 


ou, en simplifiant : 


? 


roi +02 


A ere 
Soit, enfin : | 
a + 1 
JÉSR Vre 
ù 2 a? + 7 x — 3 
Una 
a (22 +7x—3) 
ou : 
La a — Qu — a — 7 
“he (222 + 7x—3) à 
372. — Exercice. — Étudier la variation de la fonction 


3X— 2 

= <=" 

A? —3X + 0 

Appliquons la marche à suivre indiquée au n° 356. 

1° Le dénominateur de y s’annule pour les valeurs de æ 
racines de l'équation 

x—3x+2—=o 

Ces racines sont 1 et 2. Pour ces valeurs, y est infinie. 
Ce sont les valeurs de discontinuité. 

2 Calculons la dérivée : 
3(X?—3%+2)—(3%—92)(22% —3) 

(x?—3x +2) | NES 


y RS 


ou, en simplifiant, 
! 3 8 an À æ 
J Tai 3x +2) 
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5 La dérivée s’annule et change de signe pour æ—0 
4 
et TC — ee 
cs) 


4° Les valeurs remarquables de x rangées par ordre de 
grandeur croissante sont : 
4 


5° Nous formons ainsi le tableau suivant : 
Lorsque æ est plus petit 








que zéro la dérivée est néga- À y’ y 
tive, la fonction décroît. literie 
Quant æ est compris entre ra 0 
4 — décroît 
:t - la dérivée est positive 
oet;la dérivée posil . tele GA 
la fonction croît; mais pour “+ croit 
x —1 elle devient infinie. : + 20 
Elle croît donc du minimum PIE 
— 1: qu'elle a atteint pour +- croil 
. ss 4 
= 0, JUSQU a ic ; saute 3 0 — ‘9. (mar) 
brusquement de + æ à — La décroît 
et croît jusqu’à la valeur — 9 AT 
7e 2 CARRIERE 
: 4 
qu'elle atteint pour x — AA 
e — décroit 
ASC Ee 
Lorsque æ croît de - à  +®% o 
) 


+ æ, la dérivée est négative et la fonction décroît; mais 
pour æ—72 elle devient encore infinie en passant brusque- 
ment de — æ à + c. 

Il reste à déterminer la valeur de y lorsque x est 
infini. 

À cet effet, faisons ce qu'il faut loujours faire en pareil 
cas et divisons les deux termes de la fraction y par la plus 
haute puissance de x qui y figure (ici c'est x?) et nous 
obtiendrons : 
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996 
3) 
UE a 
LAYET Shut 2 
J — — = 
5 5 DE te 
1 I | 
Lorsque :# croit indéfiniment — et ee tendent vers 
6 i 


séro, le numérateur de y tend vers zéro, le JÉnOMMSSSS 


tend vers 1, y a donc pour limite == 0 
I 


° 


La courbe représentative (fig. 60) est facile à construire. 
Lorsque x est très grand en valeur absolue et négatif y, est, très 


x croissant de 1 


pr 
se 





y croit de — œ à 9 pour revenir à — œ 


voisin de zéro et né- 
gatif; on à un point À 
très éloigné à gauche 
au-dessous de ox et. 
voisin de 0x. æ crois- 
sant de — à o, y dé- 
croit de o à — 1; la 
branche de courbe AB: 
descend au minimumB 


(fig. 6o). | 
Quand x croît de o 
à 1, y croît de — 1 


à + ©; en d’autres 
termes, lorsque x tend 
vers 1 par valeurs plus 
petites, y croît sans li- 
mite par valeurs posi- 
tives; on à une branche 
de courbe infinie BG 
qui remonte du mini- 
mum B pour devenir 
asymptote à la droite 
LE 

Dès que x a dépassé 
la valeur 1, y devient 
négatif. Pour une va. 
leur de æ un peu plus. 
grande que 1 on à un. 
point D très éloigné 
dans le bas, puisque. 
Je 4 


1 
4 
4 
4 
L 
| 
4 
| 











nn NT "+ RU A ':.77 ; be \ NE vds y 4 
$ hu + y 7 lai ‘ F4 >> : \ 
i * + * 
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pour æ =». On a donc une branche de courbe DEF qui remonte au 
maximum E pour redescendre à l'infini asymptote à la droite x — ». 

Enfin, lorsque æ dépasse la valeur », y devient infiniment grand et 
positif et tend vers zéro lorsque x croit indéfiniment. On a donc fina- 
lement une branche de courbe descendante IIK asymptote à x = 2 et 
asymptote à ox au-dessus. 


373. — Dérivées d'ordre supérieur au premier. 
— La dérivée y’ d'une fonction y de la variable x est, en 
général elle-même, une fonction de x qui admet une 
dérivée. Cette dérivée de la dérivée est ce qu'on appelle la 
dérivée seconde. | 

La dérivée seconde à son tour admet une dérivée qu'on 
appelle la dérivée troisième, et ainsi de suite. 

Plus généralement : 

On appelle dérivée m’°"* d'une fonction la fonction obtenue 


en prenant la dérivée de la fonction proposée, puis la dérivée 
de cette dérivée, et ainsi de suite m fois. 


On désigne la dérivée mie d’une fonction 7 en affectant 
1 de m accents. 

Ainsi y” (qui se lit y seconde) est la dérivée seconde de y. 

y" (qui se lit y tierce) désigne la dérivée troisième de 
UE 

y’ est la dérivée première. 


Exempzes. — Voici quelques exemples de calculs de dérivées su:- 
cessives : 
1° Soit d'abord la fonction : 
| ya + a —3, 
ses dérivées sont : 
J'—=92 + 4%, 
HR OX 7 4, 





V4 Le 6, 
y" — 0, 
2° Soit la fonction : 
- F° 
UE 
y 2 : 
on à : 
=: 
! 
pen , 
NT (aa) 


< LE SRE EMA CUT D do MA: 2 
Sie A Fer ME LC de be ETS ENS ER 
SCA RER 
Van 


N 
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HAS UT ET EN TIMES 
EEE 
mr — 2-3 (T — 1)? — 6 
PEER 
(T— 1) (t — 1)4 
UE OS AE 1) MTS 
AE (t— 1)  (x— 1)” 
elc. 


374. — Théorème. — Lorsque la dérivée d’une fonction est 
constamment nulle, cette fonction est constante. 

Nous savons (n° 343) que la dérivée d’une constante est 
nulle. C’est la réciproque de cette proposition qu'il s'agit 
d'établir. 

Or cette réciproque est presque intuitive si l’on se 
reporte à la signification géométrie que la dérivée (n° 348). 
Si, en effet, la dérivée y’. est toujours nulle, la courbe 
représentative de la fonction est une courbe telle qu’en 
tous ses points la tangente est parallèle à ox (n° 353); la 
courbe ne peut ni monter ni descendre, c’est nécessaire- 
ment une parallèle à ox qui est à elle-même sa tangente 
en tous ses points. La fonction y est donc constante. 


375. — Théorème. — Deux fonctions qui ont même dérivée 
ne diffèrent que par une constante. 


Soient en effet u et v deux fonctions d’une même variable 
æ admettant la même dérivée, c’est-à-dire telles que 


Leur différence 
À VUE 
est une fonction de x dont la dérivée est nulle: 
y'=u —v—0, 
Cette différence est donc bien constante (n° 374) et on a : 


Uu—=V+C. 
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$ 4. — Application des dérivées à l’étude 
du mouvement. 


376. — Mouvement rectiligne.— Un point mobile est 
dit animé d’un mouvement rectiligne lorsqu'il se meut sur 
_ une droite. , 
Pour définir la position du point mobile M sur sa tra- 
jectoire, à chaque instant, nous procéderons comme nous 
l'avons fait (n° 101) pour l’étude du mouvement uniforme. 


DISTUM. M x 


Fig. 6r. 


Soit O un point de la droite (fig.6r)que décrit le mobile. 
Prenons sur cette droite un sens positif. La position de 
M est parfaitement définie par son abscisse : 

L—=OUM: | 

Cette abscisse æ a, à chaque instant {, une valeur bien 
déterminée. En d’autres termes, x est une fonction du 
temps £ : 
(1) NU) 

La formule (1), qui donne x en fonction du temps,est ce 
qu'on appelle l'équation du mouvement. 

Ainsi nous avons vu (n° 404) que l'équation du mouvement uniforme 
est : T— Lo + V({— to) 
ou (n° 242) : 

&T—=vt + a. 
Ji & est une fonction linéaire du temps t. 


377. — Vitesse. — Considérons un mobile en mouvement 
sur une droite ox (fig. 61). Soit M sa position à l'instant { 
et M, sa position à un autre instant {,. Pendant l'intervalle 


de temps 
At—=t, —t 
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le mobile aura parcouru le segment MM, et, si son mouve- 


RU | Ne ir A MM 
ment avail été uniforme, sa vitesse aurait été (n° 100) TE 


L 


C’est ce qu’on appelle la vitesse moyenne du mobile pen- 
dant l'intervalle de temps Af. 

Supposons maintenant que l'intervalle A{ tende vers 
zéro, la position M, deviendra de plus en plus voisine de 


la position M et MM, lendra aussi vers zéro. 


MM, pr D: 
à tendra, en général, vers une limite que 


l’on appelle la vitesse à l'instant t. 





Le quotient 


En résumé : 


On appelle vitesse moyenne d'un mobile animé d'un mou- 
vement rectiligne, pendant un intervalle de temps At, le quo- 
tient du segment, parcouru par ce mobile dans cet intervalle 
de temps, par cet intervalle At. 

On appelle vitesse à l'instant { la limite de la vitesse 
moyenne, pendant l'intervalle de temps Af, lorsque At tend vers 
zéro. 


378.--Théorème.-- La vitesse dans un mouvement recti- 
ligne est égale à la dérivée de l’abscisse par rapport au temps. 


Soient en effet Met M, (fig. 61)les positions d'un mobile 
aux instants { et {, —1+ At; et soient x et x, les abscisses 
de ces deux points. On aura (n° 80) : 


MM, STE DAT 


Ax désignant l'accroissement de x correspondant à l’accrois- 
sement At du temps {. 
La vitesse moyenne est 





MM, _Ax 


At At 


Par définition de la dérivée, lorsque At tend vers zéro, 


Ag: ROUES dx 
— tend vers la dérivée x’ ou — 


At d: de æ par rapport à é. 


p. 
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v désignant la wtesse du mobile au temps {, on a, par suite, 
à d A 
ME UNT ge  p=et 
Al dl 


Exemrces. — L’équation du mouvement uniforme est, comine nous 
avons vu : T—='vt+a 
sa vitesse est donc : 
dx 
— —= |: 
dt 
elle est constante. 
Si l'équation d’un mouvement est : 
z—205—51+1 
sa vitesse sera : 


RSA 
dl 
379. -— Théorème. — Lorsque la vitesse d'un mouvement 


rectiligne est constante, ce mouvement est uniforme. 

Soit, en effet, v cette vitesse constante et x l’abscisse du 
point mobile au temps f. 

D’après ce qui précède, on a : 

da 
PT 0), 

Or, d'autre part, l'expression vf admet aussi pour dérivée 
v. Il en résulte que x et v{ sont deux fonctions de { qui 
admettent méme dérivée; elles ne différent par suite 
(n° 375) que par une constante et on à : 

HU 0; 





a désignant une constante. Or ceci est bien l'équation 
d’un mouvement uniforme. Il résulte de là que 


Le mouvement uniforme est le seul mouvement à vitesse 


constante. 
Lorsque la vitesse n’est pas constante le mouvement n'est 


pas uniforme. 


380. — Diagramme des espaces. — Dans un mouve- 
ment rectiligne l’abscisse x du mobile est une fonction du 
temps t : 


(1) œ = f(t). 
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La courbe représentative de cette fonction est ce qu’on. 


appelle le ‘diagramme du mouvement. Ici la variable indé- 
pendante est {, la fonction est x; par suite { sera l'abscisse 
et æ sera l’ordonnée. 


Soit D (fig. 62) le diagramme d’un mouvement rectiligne, 


m un point de D, M et P ses projections sur les axes ox 
et of. 
Si l’on imagine que le point P se déplace sur ot d’un 


dans le sens positif, 
avec la vitesse r, c'est- 
à-dire de facon à dé- 
crire l'unité de lon- 
gueur dans l'unité de 
temps, l’ordonnée 





successivement les va- 
leurs de labscisse æ 
du point mobile. Par suite le mouvement correspondant 
de M sera exactement le mouvement réel du point mobile 
sur sa trujectoire rectiligne. 
Le diagramme d'un mouvement présente plusieurs 
avantages. 
1° Il] permet de construire aisément la valeur de x à 
chaque instant. Il suffit, en effet, de porter sur ot un seg- 
ment OP égal à { et l’ordonnée correspondante OM est la 
valeur de æ à l'instant t. 
Le diagramme peut ainsi remplacer, par une simple 
construction géométrique, le calcul de x par une formule 


Fig. 62. 


mouvementuniforme, 


Pm — OM prendra 


ou encore un barême donnant les valeurs de æ pour les 


principales valeurs de t. 
> Le diagramme rend compte du sens et de la rapidilé 
du mouvement. Ceci résulte de la proposition suivante : 
Nous avons vu (n° 378) que la vitesse à un instant 
donné est la valeur à cet instant de la dérivée x’ de x 


5 0 > 
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par rapport à £. Or, relativement au diagramme, x’ est 
la dérivée de l’ordonnée x par rapport à l’abscisse t. C’est 
donc (n° 348) le coefficient angulaire de la tangente mn 
(fig. 62) au point m correspondant du diagramme D. 


11 résulte de là que la grandeur de l'angle qmn, que fait 
la tangente mn (dansle sens du mouvement) avec la paral- 
lèle mg à la direction positive of, renseigne sur la rapidité 
dn mouvement. 

Plus l’angle est grand plus la courbe monte ou descend 
vite, plus le mobile M se meut rapidement sur ox. 

Nous avons déjà étudié (n° 242) le diagramme du mouvement uni- 


forme qui est une droite el nous en avons montré l'intérêt (n° 243) 
pour les graphiques des chemins de fer. 


381. — Accélération. — Pour avoir une idée exacte 
d'un mouvement il faut se rendre compte de sa plus ou 
moins grande rapidité; il faut, comme on dit vulgaire- 
ment, savoir si le mobile va plus ou moins vite. 

Dans un mouvement uniforme (n° 378) la vitesse est 
constante, le mobile marche toujours dans le même sens 
et toujours à la même allure, et il suffit de connaître la 
valeur de cette vitesse pour avoir une idée exacte de cette 
allure. 

Lorsque le mouvement n'est pas uniforme la vitesse 
n'est pas constante (N° 379) et pour avoir une idée juste 
de la nature du mouvement il faut savoir comment la 
vitesse varie. 

Or, le sens de la variation d’une quantité est indiqué 
par le signe de sa dérivée; nous sommes donc ainsi con- 
duits à calculer la dérivée de la vitesse pour connaître sa 
variation. 

La dérivée de la vitesse est ce qu’on appelle l'accélération. 

Si donc nous désignons par j l'accélération et par vla 
vitesse, on a, par définition, 
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Dans un mouvement uniforme, la vitesse v étant constante, l’accé 
lération j est nulle. 


382. — Hodographe des vitesses. — On peut définir 
l'accélération d’une façon un peu différente. 

Soit M le point mobile (fig. 63) sur la droite ox et soit v 
sa vitesse à l'instant {. On représente souvent cette vitesse 
par un segment MV ayant pour mesure algébrique v et 
porté par 0x. 

Par un point fixe O0’ menons à chaque instant {, le seg- 
ment om égal au segment MV parallèle et de même sens. 
Si le mouvement du point M n'est pas uniforme, la vitesse 
v varie avec { et, par suite, le point m est animé d’un 
mouvement rectiligne sur un axe 0’v parallèle à l'axe 0. 


Fig. 63. 


La trajectoire o’v du point m est ce qu'on appelle l’hodo 
graphe des vitesses du point M. 

L'accélération du point M n’est autre chose que la vitesse 
du point m sur l'hodographe. 

Cette nouvelle définition concorde bien avec la précé- 
dente, car la vitesse de mest la dérivée de l’abscisse de m, 
c'est-à-dire la dérivée de v. Elle montre que l'accélération 
n'est autre chose que la vitesse de la vitesse. On peut alors, 
à son tour, la représenter par un segment mj ou le seg- 
ment égal et parallèle MJ porté par ox. 


L 


383. — Théorème. — L'accélération d'un point animé 
d'un mouvement rectiligne est égale à la dérivée seconde 
de l’absciese du point par rapport au temps. 

En effet, l'accélération est la dérivée de la vitesse qui 
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elle-même est la dérivée de l’abscisse. L'accélération est 
donc bien la dérivée de la dérivée de l’abscisse, c’est-à- 
dire la dérivée seconde de l’abscisse. 

Exemeces. — Supposons que l'équation d’un mouvement soit : 
z—3l2—5l<+Li: 


La vitesse est : : 
=== O0 i——b 


et l'accélération est : | 
] jp UE T0: 
De inême si l'équation est 

LEX: 


FES, 


er = 


la vitesse est : 
Var i= LA Î, 
l'accélération est : 

j=v—=x"—02t— 4. 

384. — Diagramme des vitesses. — La vitesse v d'un 
mouvement étant une fonction du temps f{, on peut Ia re- 
présenter géométriquement 
par une courbe qui est le dia- 
gramme des vitesses. La varia- 
ble indépendante étant { et la 
fonction étant v, c'est { qui est 
l'abscisse et v l'ordonnée par 
rapport à deux axes of et ov 
(fig.64). Ce diagramme Cjoue, 
‘par rapport aux vitesses, le 
même rôle que le diagramme du mouvement par rapport 
aux abscisses. Or, comme l'accélération est la vitesse de 
la vitesse, on en conclut immédiatement (n° 380) que l’ac- 
célération à un instant donné est égal au coefficient angu. 
laire de la tangente au point correspondant du diagramme 





Fig. 61. 


des vitesses. 


Dans un mouvement uniforme la vitesse est constante. Le diagramme 
de la vitesse d'un mouvement uniforme est donc une parallele à 
l'axe ot. 

En particulier, le repos est le cas où la vitesse est nulle. Il à donc 
pour diagramme de vitesse l'axe of lui-même, 
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385. - Mouvement varié. — Tout mouvement qui n est 


pas uniforme est dit varié. 

Un mouvement varié est dit accéléré lorsque la valeur 
absolue de sa vitesse croît; il est au contraire dit retardé 
lorsque la valeur absolue de sa vitesse décroît. 


Pour reconnaître si un mouvement est accéléré ou re- 
tardé, il faut donc reconnaître le sens de la variation de la 
valeur absolue de la vitesse. Or, comme la valeur absolue 
de la vitesse varie dans le même sens que son carré, il 
suffit de rechercher le sens de la variation du carré v? de la 
vitesse. 

A cet effet, prenons la dérivée de v?. On a (n° 365) 

(v2) = 2vv’ 
el, comme 
En 
j étant l’accélération, on en déduit 
(uv?) —=20J. 

Tout revient donc à étudier le signe du produit v de la 
vitesse par l'accélération. 

51 v) > 0 le mouvement est accéléré; 

S1 vj < 0 Je mouvement est retardé. 


386. — Mouvement uniformément varié. — Ce qui 
caractérise un mouvement varié c'est que sa vitesse varie 


avec le temps. Le plus simple des mouvements variés est : 


évidemment celui dans lequel la vitesse varie proportion- 
nellement au temps, c'est ce qu’on appelle /e mouvement 
uniformément varié. En d’autres termes : 


On appelle mouvement uniformément varié celui dans 
iequel la vitesse est une fonction linéaire du temps. 


Dans un tel mouvement on a donc : 
v—= at +b 
On en conclut, pour l'accélération : 


1 te 
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L'accélération d'un mouvement uniformément varié est 
constante. 


387. — Théorème. — Lorsque l'accélération du mouve- 
ment rectiligne d'un point est constante : 

1° Si cette accélération est nulle le mouvement est uni- 
forme ; 

2° Si cette accélération n'est pas nulle le mouvement est 
uniformément varié. 

1° Si l'accélération est nulle, cela veut dire que la dérivée 
de la vitesse est nulle, donc (n° 374) la vitesse est con- 
stante et le mouvement est uniforme (n° 379). 

»° Si l'accélération est constante et a une valeur «a non 
nulle, on a : 

ASE Us 


Or, comme la fonction at a aussi pour dérivée 4, on voit 
que v et at ayant la même dérivée (n° 375) ne diffèrent que 
par une constante, on a donc bien : 


v— at + b, 
b étant une constante; et le mouvement est uniformé- 


ment varié. 


388. — Équation du mouvement uniformément 
varié. — D'après la définition précédente un mouvement 
est uniformément varié si l’on a, entre la vitesse vet le 
temps té, une relation de la forme : 


v = at + b. 


Ceci revient à dire que, si x est l’abscisse du point 
mobile au temps f, on a pour sa dérivée : 


At Qt + b. 
D'autre part, la fonction - al? + bl admet aussi at + b 


pour dérivée; il en résulte que x ne diffère de -at? + bt 
2 
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que par une constante et que l'on a : 
I 
(1) &—=a8+bi+c. 


Dans un mouvement rectiligne uniformément varié l’abscisse 
du mobile est une fonction du second degré du temps. 

La réciproque est évidente, car si æ est un trinôme du 
second degré en f, la vitesse, qui est sa dérivée, est linéaire 
en {, et le mouvement est uniformément varié. 


SIGNIFICATION DES CONSTANTES. — L'équation (1) du 
mouvement uniformément varié contient trois constantes 
a, b, c, dont nous allons rechercher la signification. 

D'abord l'équation (1) elle-même montre que la con- 
stante c est la valeur de x pour {= 0, ce qu’on appelle la 
valeur 2nitiale de æ. 

En dérivant l'équation (1), on a : 


(2) v—= al + b, 


et cette égalité montre que la constante b est la valeur de 
la vitesse v pour {—0. 

Enfin, «a est l'accélération. 

Il résulte de là que : 

Un mouvement rectiligne uniformément varié est parfaite- 
ment déterminé lorsqu'on connaît : 1° son accélération; 
2° l’abscisse et la vitesse initiales. 

Si j est l’accélération, x, et vw. les valeurs de x et w 
pour {—0, on a : | 


DER PS VAE SRE ECS 


et, par suite, l'équation du mouvement est : 





[y] T . 9 s 
(5) LE + Vot + To: 


389. — Diagrammes du mouvement uniformément 
varié. — Puisque, dans un mouvement uniformément 


varié, l’abscisse x est un trinôme du second degré ent, = 
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le diagramme des espaces, qui est la courbe représentative 
de ce trinôme, est (n° 304) une parabole. 


La courbe tracée dans la machine de Morin pour vérifier les lois de 
la pesanteur est précisément une parabole, diagramme des espaces. 


La vitesse v étant une fonction linéaire, le diagramme des 
witesses est une droite (n° 232) dont le coefficient angulaire 
a est l'accélération. 


390. — Mouvement vertical d’un point pesant. — 
L'expérience nous apprend que quand on abandonne un 
point pesant en chute libre, dans le vide, ce point tombe 
suivant une verticale et que les espaces parcourus sont pro- 
portionnels aux carrés des temps employés à les parcourir. 
Il résulte de là que si x est la hauteur de chute, on a : 


LA? 


et, par suite, que le mouvement vertical d’un point pesant 
est uniformément varié. | 

L'expérience prouve également que l'accélération de ce 
mouvement, dirigée suivant la verticale de haut en bas, 
a à peu près la même valeur sur toute la terre. On la dési- 
gne par la lettre g et sa valeur à Paris est environ 981 dans 
le système C. G. S. | 

Supposons, alors, qu’on lance un point matériel pesant 
dans le vide, suivant la verticale, avec une vitesse initiale 
v,. Sa trajectoire sera une verticale et son mouvement 
uniformément varié. 

Prenons, sur cette verticale, pour origine O des abscisses 
le point de départdu mobile et pour origine des temps({—0) 
l'instant de ce départ. Choisissons comme sens positif ox 
sur cette verticale le sens de haut en bas de telle sorte que 
la mesure algébrique 9 de l'accélération sera positive. 


En appliquant l'équation (3) du n° 388, on a ici : 
ee AN 21 7 PA Je 4 À 


BOURLET. — PRÉC. D'ALGÈBRE. 2, 


La 


2. 4 " / Lé UD AL LE ut 2": Da? 
RUE LAS SE AVE Ar T DA NL CU 
A , 1) F7, sm) » L . 
: i A 
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et l'équation du mouvement du point pesant est : 
(4) œ == ge + vol. 


Pour discuter cette équation et le mouvement, nous dis- 
tinguerons trois cas suivant le signe de vw. 


394. — PREMIER Cas. —- Chute libre. — Supposons le 
mobile abondonné en O sans vitesse initiale, on aura 
v, = 0 et l'équation (4) se réduit à : 


: DELSA 
(5) æ—=9t 
d'où | Des e 


Le temps { étant toujours positif, la vitesse v est tou- 
jours positive et croît; le point descend suivant la verti- 
cale d'un mouvement uniformément accéléré. 

Pendant la première seconde il parcourt l’espace 


= 9 — 490,5, pendant la seconde suivante il parcourt 
3 0 à 
l’espace =9 (4— 1) == 9" pendant la troisième seconde il 


parcourt l’espace 
1 5 
-9 (3? -—22)—=-09 elCre, 
59 ( = 9) 

Les abscisses varient proportionnellement aux carrés 
des temps, mais les espaces parcourus pendant les secondes 
successives croissent comme 1, 3, 5, ... les nombres im- 


pairs. 


ExERGIGE. — Supposons, par exemple, qu'on ait abandonné le 
mobile à une hauteur h du sol. Quel sera le temps de la chute-et la 
vilesse d'arrivée ? 

Le temps { et la vitesse d'arrivée v seront donnés par les égalités : 

L 


h—- al Vu, 
l 51 , t q 


La première donne : 
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VEN ETS 


392. — SECOND cas. — Le point est lancé verticalement de 
haut en bas. — La vitesse initiale v, est alors positive ; 
comme { est positif (puisque l'instant initial est {—0) les 
formules | 


la seconde donne : 


æ==gl + Vof, 
V—= gt +. 
montrent que v est toujours positif et croît; par suite que 
æ est aussi toujours positif et croît. 
Le point descend suivant la verticale d’un mouvement 
uniformément accéléré. 


393. — TROISIÈME CAS. — Le point est lancé verticalement 
de bas en haut. — Dans ce cas la vitesse initiale », est 
négative. 

La formule 

V—= dt + Vo 


montre que la vitesse v est d'abord négative. Le point 
monte ; vet g étant de signes contraires, v décroît en valeur 
absolue. Le mouvement est uniformément retardé. 
A l'instant 
nue 0 
Ê 9 0, 
la vitesse v s’annule et change de signe. Le mobile a at- 
teint sa position S la plus élevée (fig. 65) d’abscisse 


_ Puis la vitesse v devient positive, le point redescend 
d'un mouvement uniformément accéléré puisque v et g 
sont alors de même signe. 

En résumé, le point monte de O en $ (fig.65) d’un mou- 


A.) 
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vement uniformément retardé; puis il redescend d'un 
mouvement uniformément accéléré. 


Les formules qui donnent x et v peuvent se mettre sous 
la forme : 


a 2 2 


vo . 
v—=q it — |]. 
0 1 +?) 


Elles montrent que, pour les.deux instants : 


D | 4 


} é 
jo 2e et  1——5, 
g q 
qui précèdent et suivent l'instant de passage au point culmi- 
nant S du inême intervalle de temps 0, x reprend la même 
X valeur 
I Vo? 
Fig. 65. x—-q0 — 2% 
2 2 q 
et v prend des valeurs opposées. 

On en conclut qu'étant donné (fig. 65) un point P entreO etS$, le 
mobile passe deux fois en P, une fois en montant et l’autre fois en 
descendant : 1° il met le même temps 6 à monter de P en S qu'à 
redescendre de S en P; 2° il passe les deux fois avec la même vitesse 
en P. | 

En particulier il revient au point O au temps 


V 
{— — 2 


q 
avec la vitesse — v, opposée à la vitesse initiale. 


EXERCICES 


DÉRIVÉES KT VARIATIONS DE FONCTIONS. 


/ 


495. Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 
Y=ILR IS S  Y=ST HIS ; MUSIC NUE ES 
Représenter graphiquement ces fonctions. 
496. Trouver directement la dérivée de la fonction 
Y=L— LR — T1. 
Construire la courbe des variations de y. 





_ 
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AAURGE a F >Ea » i 3 


- 
‘ 
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497. Calculer directement la dérivée de 
Y= AS +or— 1. 
498. Calculer directement les dérivées des fonctions 
D = D OA ED Mi ny 
et énoncer la loi de formation des dérivées des puissances successives de 
\ . s 
la variable +. 
499. Etant donnée la fonction 
y= pa? + gx + x, 
déterminer p et q de façon que y soit maximum où minimum pour + — 4 
et que pour + —3 la fonction s'annule. 
500. Trouver directement la dérivée de 
y= a + pr 
et étudier la variation de la fonction. 


501. Calculer la dérivée de 
2% —3 


y — 


ID 


et construire la courbe des variations de cette fonction. 


502. Calculer les dérivées des fonctions 





a 5 sc à 2 LA EE SE RNNEERR Len 
Dr É CR AE" 1 LE emar 
503. Trouver la dérivée de 
I * 
CÉSAR mupe 


et déterminer x de façon que la valeur de > qui rend y minimum soit 
double de celle qui rend y maximum. 


: 504. La dérivée seconde d'une fonction de x est la dérivée de la dérivée 
> de cette fonction; y’ désignant la dérivée première, y” désigne la dérivée 
seconde de la fonction 7. 
Vérifier qu'entre les dérivées de 
I 





UE 
RS EURE 
on à la relation 


Y'=YY + Y. 
505. Calculer les dérivées y’ et y’ de la fonction 
| | MaLzi 
| VE 
et vérifier que l’on a : 
2yÿ$—2y? + yy"—0. 
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506. Dans un rectangle de carton ABCD, on découpe aux quatre coins 
quatre carrés égaux, on plie le carton suivant les lignes A’B’, B'C/, CD’, 
D'A’ et, en relevant les quatre petits 
rectangles latéraux, on forme un paral lé- 
lèpipède rectangle. 


rectangle en carton soient 


AB = 30 centimètres 

BC — 20 centimètres, 
étudier la variation du volume du parallè lé- 
lépipède en fonction de la longueur + du 
côté des carrés découpés; on remarquera 
que æ ne peut varier que de o à 10 cen- 
timètres. 
Pour quelle valeur de x le volume du parallélépipède est-1l maxim um ? 
2° Faire le même problème en supposant que les dimensions du rectangle 

soient 
M AB a pe 

Ici (a=>b) x ne pourra varier que de o à b 





Fig. 66. 


507. Dans une voûte demi-cylindrique dont la 

section droite est un demi-cercle AMB de rayon r, 

A C O F B on peut installer un réservoir parallélépipèdique 

Fig. 67. dont la section droite est le rectangle CDEF 

inscrit dans le demi-cercle. Pour quelle valeur 

du côté CF—2zx du rectangle, le volume du réservoir sera-t-il maxi- 
mum ? À cet effet on étudiera la variation du carré du volume. 


508. D'après les expériences de Hallstrôm le volume v d’une masse d’eau 
qui à o° a un volume de 1: litre est donné, en litres, par la formule suivante : 


1 
VERT 
1Hat+bË+cts 
où £ désigne la température en degrés centigrades et où a, b, €, sont des 
constantes ayant les valeurs suivantes : 


4 —0,000052939, 
b — —0,0000065322, 
€ — 0,00000001/445. 


/ 


D'après cela, calculer la température pour laquelle le volume » est mini- 
mum. 


509. Si l'on désigne par T le travail, exprimé en kilogrammètres, qu'un 
cycliste doit dépenser à la seconde pour marcher dans une descente de 
pente p à la vitesse de v kilomètres à l'heure, on a la formule moyenne 
suivante : 

T— {0,224 — 22,4 p) v + 0,00084 w. 

Lorsque la valeur de T fournie par cette formule est positive, cela signi- 

fie que le cycliste doit pousser sur les pédales ; lorsque cette valeur est 


1° En supposant que les dimensions du 





Re PP TP 
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FF 
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négative, cela signiiie que le eveliste doit retenir sur les pédales pour ne 
* pas se laisser entrainer et maintenir la vitesse ». 
Ceet posé : 
1° Calculer pour les pentes 0,02; 0,03 ; 0,04 et 0,05, la vitesse à laquelle 
le cycliste marcherait s'il laissait la machine rouler seule (T — 0). 
2° Calculer pour les mêmes pentes, la vitesse pour laquelle le travail de 


retenue sur les pédales à la seconde est maximum, en valeur absolue. 
3° Etudier, pour chaque pente, la variation de T en fonction de v. 


510. Retrouver la règle de la dérivée d’un quotient de la façon suivante. 


On pose : 
vanr 
==) 
17 
on en tire 
U = UY; ” 


on prend les dérivées des deux membres de cette égalité et on en tire y. 
511. Démontrer que la dérivée de 
(1) y = Va, 
où w désigne une fonclion de x, est : 
y'—= =. 
2 Va 
A cet effet on déduit de l'égalité (1) celle-ci : 





beetle, 


on prend la dérivée des deux membres et on en tire y”. 
Appliquer le même procédé à la recherche de la dérivée de 
M} — 
Y=AN/u. 


512. Calculer les {rois premiéres dérivées des polynomes suivants : 


Y=RS 3x +Ir +1, 

Ya Ex LE Gxit 4x 1, 

Yy— 2 + 5x hiori+iox?+5x+r, 

y—= LT ECx Hi15Tz4 EL 907$ +15 x2 +<CT+ 1. 


5143. Montrer que la dérivée {m—+1)ième d'un polynome de degré m” 
est nulle. 


514. En se servant des résultats trouvés dans l'exercice 544, calculer 
* les dérivées des fonctions suivantes : 


y—= Var Er ti, 
2608 A Ale D 
AN mt REX 
y=2+ Var Ta, 
Li 





Te 


sv Te 
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515. Calculer les dérivées et étudier les variations des fonctions suivantes 
y—T i—2? + a, 


HT 
APE TT C0 
__ 5æ—3 
VÉREEES CE 

Ne Fax T— I 
GE 
e 1? Es æ + 6 
a? +1 
eh 
Jaures t 


MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIE. 


516. Calculer dans le système C. G. S. le temps de chutet la vitesse 
acquise par un point pesant tombant dans le vide de 300 mètres de haut. 


517. Avec quelle vitesse faut-il lancer verticalement de bas en haut un 
point pesant dans le vide, pour qu'il s'élève de 100 mètres en une seconde? 


518. Avec quelle vitesse faut-il lancer verticalement de haut en bas, 
dans le vide, un point pesant pour qu'en atteignant le sol (à 20 mètres) il 
ait une vitesse de 300 mètres à la seconde ? 


519. Quelle est l'accélération d'un mouvemeut uniformément varié qui 
fait parcourir 1 kilomètre en 5 secondes à un mobile lancé avec une vitesse 
initiale de 100 mètres à la seconde ? 


520. Calculer la vitesse finale d’un mobile qui, partant du repos, a décrit, 
d'un mouvement uniformément varié, un espace e dans un temps é. 


524. D'un point situé à une hauteur h au-dessus du sol on lance verti- 
calement, dans le vide, un corps pesant. Quelle doit-être la vitesse imitiale 
pour que la vitesse du mobile au moment où il atteint le sol soit égale à v? 
— Discuter. 


522. On laisse tomber une pierre d'une hauteur X dans un bassin d’eau 
de profondeur #/. 

L'accélération dans le vide étant g et dans l’eau g’ (g'<<g), calculer le 
temps que la pierre met à attendre le fond du bassin. 


Application numérique : h = 20 mètres, ' —=6 mètres, g —=9",8r à 
la seconde g'—,",60 à la seconde (on suppose évidemment le mouve- 
ment dans l’eau uniformément accéléré et on admet que la pierre ne subit 
pas de diminution de vitesse lorsqu'elle pénètre dans l’eau). 


\ 


” biais 
de Dé dé nil fus dti tot SEE 


hd és: dé Cdi modes dé és ES ne ie | nt nt €" 






L 


dm : 


NT RE 7 1 CA, VS 


1 er U PES 2 1 7.’ SOUL, CR" Le 
NÉ tn Fr d 


CHAPITRE IX 


PROGRESSIONS, LOGARITHMES, INTÉRÊTS 


$ 4e Progressions arithmétiques. 


394. — Définition.— On appelle progression arithmétique 
une suit de termes tels que l'excès d'un terme quelconque 
sur le précédent soit constant. 

Cet excès constant est ce qu’on appelle la raison de la 
progression. 


On indique souvent une progression arithmétique en 
faisant précéder le premier terme du signe + et en sépa- 
rant deux termes consécutifs par un point. 

Ainsi 

23-7-11-1)-19-°+: 
«st une progression arithmétique, car 
7—3—I1—7—10—11—=19 — 15 —4. 
La raison de la progression est 4. 
395. — Calcul du terme de rang 7. — Considérons 


une progression arithmétique + a-b-c-d .... 
D’après la définition même, on a : 


b—a—c—b—=d—c—...—=7, 


en désignant par r la raison. 
On en conclut : 


bar c=b+r, d=c+r. :.. 


Chaque terme de la progression se déduit du précédent 
en lui ajoutant la raison. 


FE 


à 
4 
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ve 4 


Cela étant, le premier terme de la progression est a; le 
second est a+; le troisième s'obtient en ajoutant r au 
second, c’est donc (a+r)+r—a+or; le quatrième se 
déduit du troisième en lui ajoutant r, c’est donc a + 3r el 
ainsi de suite. 

On voit qu’en général : 





On obtient un terme quelconque en ajoutant au premier 
terme autant de fois la raison qu'il y a de termes avant 
celui que l’on veut calculer. 


Le terme de rang n est donc : 


a+(n—:1)r, 


car ia n—1 termes avant lui. 


ExEMPLE. — La suite des nombres impairs 
_ 1:3-D:7-9-11-13ce.e 


forme une progression arithmétique de raison 2, 
Le nième nombre impair est donc : 


1H2{(n—1)—2n—1. = 
396. — Remarque. — Lorsque dans une progression 


arithmétique on renverse l’ordre des termes, on a une nou- 
velle progression dont la raison est opposée à celle de la pre- 


mière. 
. Ceci est évident, car si 
+a-b.c.d-e.f. 
est une progression de raison *, on a : 
.. b—a—=c—b—d—c—e—-d—f—e—=r, 
On en conclut : 
e—f—d—e—c—d=b—c—a—b=—7. 


Ce qui prouve que 
1 fre-d.c-b-a- 


est une progression arithmétique de raison —r. N 


D ET AT LORS EE Ni STE 
NOV" d “tr A \EUTr S 
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397. — Théorème. — Dans une progression arithmétique 
limitée, la somme de deux termes équidistants des extrêmes 
est constante et égale à la somme des extrêmes. 


Soit, en effet 





A CRE AO PR Ro «le 
SR —" = D. 
p termes p termes 


une progression de raison r. Soient 4 le terme qui en a p 
avarñt lui et À le terme qui en a p après lui. 

On a (n° 395) g = & + pr. 

D'autre part, si on renverse l’ordre des termes, on aura 
une nouvelle progression de raison (— r), dont le premier 
terme sera / et où À en aura p avant lui. On a donc : 

h=l+p(—r)=t--pr. 

De là on conclut : 


g+h=a+pr+l-pr=a+l. 


398. — Somme des termes. — La somme des termes 
d'une progression arithmétique limitée est égale au produit 
de la demi-somme des extrêmes par le nombre des termes, 


Soient 


une progression arithmétique de n termes, et S la somme 
de ces termes : 


(x). S=a+b+c+...+h+k+l. 


Dans le second membre, intervertissons l’ordre des 
termes. Nous avons : 


(2) S=l+<k+h+...Lc+b+a. 
Ajoutons les égalités (1) et (2) membres à membres, il 
vient : 


2S = (a + 1) + (b + 4) + (CHA) ++ (h+ 0) + (EH) 
AP Fa)is 


DA 1 NRA 
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Dans le second membre, il y a n parenthèses, et chacune à 
est la somme de deux termes équidistants des extrêmes, M 
donc chacune est égale à (a+1). Le second membre est 


ainsi égal à n fois (a + l). 





29—(a+l)n, 
d’où 
(3) st à 
399. — Remarque. — Comme la progression a n 
termes, on a : | 
[—=a+(n—1)r. 


En portant cette valeur de / dans la formule (3), on a la 
nouvelle expression de la somme : 


GE Ue r EPLLTS 


2 


0 


400. — Applications. — Somme des n premiers nombres 
entiers. 

La suite des nombres entiers forme une progression 
arithmétique de raison 1. 

La somme des n premiers nombres entiers est donc 


n+ijn 
L é RC MER EE UE 
2 
Ainsi la somme des 100 premiers nombres entiers est : 
101-100 


=—9 090: 
2 


401.— Somme des n premiers nombres impairs. — La 
suite des nombres impairs est une progression arithmé- 
tique de raison 2. Le premier nombre est 1. Le ne nom- 
bre impair est 2n— 1 (n° 395). 

La somme des n premiers nombres impairs est donc : 


(on —1+i)n 


2 


nie 


"| Dar ANT 2) 
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Cette somme est donc égale au carré de n. 


Ainsi 
1+3—4 —?, 
1 + SE En ON 32, 
HS +5 +7 —16—4, 
1HS +5 +7 +9—25—5?. 
$S 2. — Progressions géométriques, 
"402. — Définition. — On appelle progression géomé- 


trique une suite de termes tels que le rapport d’un terme 
quelconque au précédent soit constant. 

Ce rapport constant est ce qu’on appelle la raison de la 
progression. 

On indique souvent une progression géométrique en 
faisant précéder le premier terme du signe + et séparant 
deux termes consécutifs par deux points. 

Ainsi 

TN 2 4 di 10,292 


est une progression géométrique de raison 2, car on a : 


RAS DE LOS 2 


OR PONT HS “a 


403. — Calcul du terme de rang n. — Considérons 
une progression géométrique 


de raison q.. 
Par définition, on a : 


On en conclut : 
DUT NICE bn CN CN Lee 


Chaque terme de la progression est égal au produit du pré- 
cédent par la raison. 


n s Ne HAT 


PR T'ES Le LUS An L LL Ve "90 he dé Y, PCR OR LEE RUE Let D APR, CSL 1E me 2 
ER ER AA RL OP ER TOR EI TR RENE 
TS D'a L x BASSE 


4 Le ein PAT ELA 
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Cela étant, le premier terme de la progression est a; le 
second est égal à ag; le troisième est égal au second mul- 
tiplié par 9, il est donc égal à ag-q—aq;?; le quatrième est 
égal au troisième multiplié par g, donc à agqg—=aqÿ; et 
ainsi de suite. 

On voit qu’en général : 

On obtient un terme quelconque en multipliant le premier 


terme par autant de fois la raison qu ‘il y a de termes avant 
celui que l'on veut calculer. 


Le terme de rang n est donc : aqg*°1. 
Exempze. — Considérons la progression 
2 1 5 10 ! 100 : 1000 + 
de raison 10. Le terme de rang n est 


Le100—1— j00-1, 


404. — Remarques. — Les termes d'une progression 


géométrique vont en croissant ou en décroissant en valeur 


absolue suivant que la raison est plus grande ou plus petite 
que 1, en valeur absolue. 
Ainsi la progression 
21:2:4:8: 


. » . . 
de raison 2, plus grande que x, est une progression croissante. 
Au contraire la progression 


L4 


D Dre 


DRIVE | | Re 
de raison —; plus pelite que x, est une progression décroissante. 
2 


Lorsqu'on renverse l’ordre des termes d'une progression = 


géométrique, on oblient une nouvelle progression dont la rai- 
son: est l’inverse de celle de la première. 


Car si 
CS A DER PRE AE tr 
est une progression Sans de raison q, on a : 
LG ete eE 


TE De da Se ane 





= 
4 


hé NE] CAVE, S'IL SE AO SES NT 1? PACE M : À + PU 4 
D AT EE NE CO HAS À i SANS à è FAR 
LA 
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On en conclut : à 


ce qui prouve que la suite 
note us ds Cube. 


ere ARS PUE : I 
est une progression géométrique de raison -- 
q 


405. — Somme des termes. — La somme des termes 
d'une progression géométrique est égale au quotient de 
l'excès du produit du dernier terme par la raison sur le pre- 
mier terme, par l'excès de la raison sur l'unité. 


Soit, en effet : 
me MD LENS MR STE SL 


une progression géométrique de raison q et S la somme 
de ses termes : 


(1) St MEN ER En NT ACER er AN ES 


Multiplions les deux membres de cette égalité par g et 
observons que 


DR TTC dia nRo == R MN kQ—= |: 
nous obtiendrons : 
(2) SE OR ES NES PAT TAR RUE 


Retranchons les égalités (1) et (2) membre à membre et 
simplifions en supprimant les termes communs aux 


seconds membres b, €, ....,h, k, l; il vient : 


S-q—95 lg — à; 
ou, en mettant $S en facteur, 
S(q—1)=lq—a. 
Si.q est différent de 1, q— 1 n’est pas nul etona: 


Lula 


(3) S=— 





L "11 ä d (per Er. RE SÉE Ne" PRO PTSOR TE 
NEA : PVR \ 
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406. — Remarque I. — Comme la progression a # 
termes, on a : 
= aq""*, 
La formule (3) peut donc s’écrire, en remplaçant / par sa 


valeur, 
EN LL Here OO RE mL 


QT q—t 
On a donc l'identité : 





S 








a + aq + ag? + .… Eag"-? +'agtr1 =ai— - 
ou 
(D gimres 12 
D Pr MAC nn MMA Te er 


ou encore : 
GRR QE SR RAIN EME 
Identité déjà indiquée au n° 4130. 
ExempLe, — D’après cela on a: 


2 
14H92 +224... + out — 2 Te 


2m) 





De même, 


1+10+102H+ ... + rot — 


I10®— I] 107 — 1 








LA 


10—1 9 


407. — Remarque IT. — Nous avons supposé q diffé- 


_ 
1 


rent de 1. Lorsque q est égal à r, la progression n’a aucun 


intérêt. Tous ses termes sont égaux : la somme des n pre- 
miers est donc égale à n fois l’un d'euc. 


$ 3. — Logarithmes. 


408. — Définition générale. — Considérons deux pro- 
gressions croissantes : l’une arithmétique dont le premier 
terme est zéro et la raison r, l’autre géométrique dont le 
premier terme est 4 et la raison q : 


LO.N.2P. IT AT. socce Ne ve 


Se lise qe (a 0Si te are 


LOGARITHMES. 


C1 
© 
ou 


“ 


Par définition : 


Un terme quelconque de la progression arithmétique est 
appelé le logarithme du terme de même rang de la progres- 
sion géométrique. 


Inversement : 


Un terme quelconque de Ia progression géométrique est 


appelé l'antilogarithme du terme de même rang de la pro- 


gression arithmétique. 


Ainsi le logarithme de q# est 4r et inversement q# est l'antilog: 
rithme de 4. 

L'antilogarithme d'un nombre a est donc le nombre qui a 
pour logarithme a. | 

On conçoit aisément qu'en choisissant q assez voisin 
de r et r assez voisin de o, les deux progressions peuvent 
être telles que deux termes consécutifs diffèrent excessi- 
vement peu. On peut alors dire que tout nombre plus 
grand que 1 figure, avec une certaine approæimation, dans 
la progression géométrique. 

Un nombre quelconque plus grand que 1 a alors un 
logarithme. 


Ainsi, si je voulais avoir le logarithme de 2,5 123, je chercherais si 
le nombre 2,5123 figure dans la progression ‘géométrique. S1 out, le 
nombre écrit au-dessus, dans la progression arithmétique, sera son loga- 
rithme. Si non, je pr endrai le nombre de la progression géométrique 
le plus voisin. Si, par exemple, il figure dans la progression le nom 
bre 2,5 122, je prendrai le logarithme de ce nombre qui sera une- 
valeur approchée du logarithme de 2,5 123. 


409. — La définition précédente ne définit que les loga- 
rithmes de nombres plus grands que r, car la progression 
géométrique croissante (q > 1) : 

LAN PERS DAEU EI 
ne comprend que des nombres plus grands que r. 
Par définition : 


Le logarithme d'un nombre plus petit que 1 est le nombre 
opposé au logarithme de son inverse. 


Bourrer, = préc. D’ALOËrRt. 2% 
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rise ee L 
Ainsi, considérons le nombre -: Pour avoir son logarithme, nous pren- 

: 2 
drons le nombre opposé au logarithme de son inverse 2. Si le loga- 


| LE 
rithme de 2 est 0,307, celui de - sera — 0,307. 
2 


De cette façon un nombre quelconque a un logarithme, 


car, soit ce nombre, soit son inverse sera très approxima- 


tivement contenu dans la progression géométrique. 


410.— Logarithmes décimaux. — De la définition 
qui précède il résulte qu’il y a une infinité de systèmes 
de logarithmes, car on peut prendre arbitrairement g et r. 

On démontre qu'il est possible de choisir q et r de facon 
que le logarithme de 10 sont 1. 

Nous l’admettrons. 

Ce système de logarithmes est dit système des loga- 
rithmes décimauæ ou logarithmes vulgaires. 

Dans ce système on a : 

T —0,0 001, 


== 100010) r.., 


Le rooo1" terme de la progression arithmétique est 
alors r; tandis que le ro 001" terme de la progression 
géométrique est 10. 

On désigne le logarithme vulgaire d’un nombre æ par 
la notation log æ. 


On a donc : 
OS ER NT Es 


H11.— Remarque I. — Dans tout système de logarithmes 
le logarithme de 1 est toujours o. 

Car les deux progressions commencent toujours par 
o et1. 

Le logarithme d’un nombre plus grand que x est positif ; 
le logarithme d’un nombre plus petit que 1 est négatif. 


412. — Remarque II. — On appelle base d'un système de 


LE ‘ 


Le a us in 


LA 
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logarithmes le nombre qui, dans ce système, a pour loga- 
rithime +. 
La base des logarithmes vulgaires est donc ro. 


413. — Remarque III. — Il faut remarquer avec soin 
qu’on n’a défini que les logarithmes de nombres positifs. 


414. — Propriétés des logarithmes. — Les loga- 
rithmes jouissent de propriétés importantes grâce 
auxquelles leur emploi est très utile dans les calculs 
numériques. 

Voici ces principales propriétés. 


M5. — Propriété I. — Le logarithme d'un produit est 
égal à la somme des logarithmes des facteurs. 
Soient a et b deux nombres, nous allons prouver que 
l’on a 
log ab —log a +Iog b. 
Nous distinguerons trois cas : 
a>1 et b> 1. — Dans ce cas a et b figurent tous 
deux dans la progression géométrique 
me LRU Oo osé 
et on aura : 
De TER 
Mais alors (n° 47) 
ab — q" 1 — DUT 
Or, par définition, 
loga— log" = nr, 
l0gb = log 9" =""r, 
log ab — log gt" = (n + nr.’ 
On a donc bien : 
log ab — log a + log b. 


2° a>œ1etb<1. — Dans ce cas «a figure dans la pro- 


ARÉRRO ER 
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gression géométrique, mais b n’y figure pas. Le logai ithme ‘3 
de b est alors le nombre opposé au logarithme de F 
Soit 
LED 


On à : 


d'où (n° 64) 
ab — g" — ge 


n ) 


en supposant n plus grand que n’. 
On a donc, par définition, 
LPO NT, 
log b——logq"——n"7r, 
log ab — log qg"-%"—(n—n'}r, 


et on a encore : 
log ab — log a + log b. 


A2 I 
Nous avons supposé a > À Si on avait a <>, on aurait 


n'>n et, par suite, 
ab = ls = REX 
rusé gén 
d’où 
logab=—logq""——{(n—nr={(n—nr, 
et le raisonnement subsiste. 


3° a<1 et b<<1. — Dans ce cas il faut prendre les 
inverses - et 2. 
4 450 
Soit 
d - — nù — nn! 
a g; FA q 
on a : 
I I 
ZE —) b— —; 
q" 0" 
| d’où 
PES AN UE 


I 
q" J qu que 
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Par définition (n° 209). on a alors : 


log a —— log g*"  ——nr, 
log b——]log gg" ——n'r, 
log ab = — log qi" = —(n + n'}r, 


et on a encore bien : 
log ab — log a + log b. 
Le théorème est donc général pour un produit de deux 
facteurs. 


416. — La propriété s'étend alors, sans difficulté, à un 
produit de plusieurs facteurs. 

Considérons, en effet, le produit abcd. On peut le consi- 
dérer comme le produit de a par bed et on a : 


(1) log abcd — log a + log bcd. 
De même, bcd peut être considéré comme le produit de 


b par cd et, en appliquant le théorème vrai pour deux 
facteurs, on a : 


(2) log bcd — log b + log cd. 
Enfin, on a : 
(3) log cd — log c + log d. 


En ajoutant, membres .à membres, les trois égalités 
(1), (2) et (3) et supprimant de chaque côté les termes 
communs, log bed et log cd, il vient finalement 

log abcd = log a + log b + log c + log d. 
417. — Propriété II. — Le logarithme d'un quotient est 


égal au logarithme du dividende diminué du logarithme du 
diviseur. 


Considérons le quotient 7 que nous désignerons par c. 
Par définition du quotient on a : 
0e 
et, par suite, d’après la propriété 1, 
log a = log b + log c. 


# 
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On en tire : 
log c—log a — log b, 
ou 
a 
log AT log a —-log b. 
418. — Corollaire. — Le logarithme d'un nombre varie 


dans le même sens que ce nombre. 


Car si on a : 
HD, 
on en conclut : 
(42 
b pe: I. 
c étant un nombre plus grand que r, son logarithme 
(n° 411) est positif. On a donc : ‘ 
log > 0 
ou loga—logb>o 
et, enfin, 
loga> log b. 


Donc des deux nombres a et b, c’est le plus grand a qui 
a le plus grand logarithme. 


Ainsi, dans le système des logarithmes vulgaires, le logarithme de ro 
est égal à 1, et le logarithme de r est o. Donc, st a est un nombre 
compris entre 1 et 10 


TIEAUEtELO 
son logarithme est compris entre o et 1 
log 1 <'loga< log 10 
ou 5 0 <loga<1. 


419. — Propriété III. — Le logarithme d'une puissance 
d'un nombre est égal au produit du logarithme de ce nombre 
par l'exposant de la puissance. 


Considérons d’abord at. On a, par définition de la puis- 
sance (n° 45) : 
ai=a.ataa. 








mûte hdtd L e, jE 
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Donc, en vertu de Ja propriété I, 
log at —log a +loga+loga+loga—4log a. 
Plus généralement, on a : 
A — GG Q «.. @ 


n facteurs 
Par suite, 


log a" = loga +loga+loga+....+loga 
TR EE 
n fois 


ou, finalement, 
loga—n-.log a. 


420. — Propriété IV. — Le logarithme d’une racine d'un 
nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre par 
l'indice du radical: 


Soit a un nombre positif. Par définition (n° 4), on 
appelle racine mi“ de ce nombre, et on désigne par Va, 
le nombre b dont la puissance mie est a. Ainsi l'égalité 


b— Va 
équivaut à celle-ci : 
(rt À 


On en conclut, d’après la propriété ITT, 
log 0r= mlog b—loga 
et, par suite, 


I 
log b — _ log a 
ou log Va== — log a. 


Par exemple, 


log V3— = log à, 
3 
log Vi: log 4. 


421. — Table de logarithmes. — Rappelons tout 
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d'abord que le logarithme décimal d’un nombre compris 
entre r et 10 est un nombre compris entre o et 1 (n° 418). Il 
en résulte que sa partie entière est toujours o. 

On a, alors, dressé une table qui donne les logarithmes 
des nombres de 1 à ro de centième en centième; c’est-à- 
dire que cette table donne les logarithmes de 1; 1,01; 1,02; 
1,03; etc., jusqu à 9,98 et 9,99. | 

Mais, comme la partie entière est toujours zéro, on se 
contente de mettre dans la table les chiffres qui consti- 
tuent la partie décimale, qu’on appelle la mantisse. 

Nous donnons à la fin du volume (pages 426 et 427) une 
table de logarithmes à 4 décimales. 

Voici comment elle est disposée. 

D'abord, pour simplifier l'écriture, on ne marque pas la 
virgule du nombre. 

La table est à double entrée. 

Les deux premiers chiffres du nombre, où on a sup- 
primé la virgule, se trouvent inscrits dans la première 
colonne de gauche, en tête de laquelle se trouve la lettre N. 

Le troisième chiffre est en tête de l’une des colonnes 
suivantes. 

Supposons, par exemple, qu'on cherche le logarithme 
du nombre 3,57. 

On supprime la virgule, ce qui donne 357. 

On cherche dans la colonne de gauche N le nombre 35 
(Voir page 42°). 

La mantisse du logarithme cherché se trouve à l’inter- 
section de la ligne horizontale correspondante et de la 
colonne verticale en tête de laquelle se trouve le troisième 
chiffre 7. 

On trouve ainsi 5 527. On a donc : 

l0p3/57—0;h.527. 

Cherchons de même le logarithme de 4,6. Comme il n’y 
a que deux chiffres, nous complétons par un zéro et nous 
cherchons le logarithme de 4,60. 


* LOGARITHMES. 593 


En supprimant la virgule, nous avons 460. 

La mantisse du logarithme cherché se trouve (page 4:6) 
à l'intersection de la ligne horizontale à gauche de laquelle 
se trouve 46, dans la colonne N, et de la colonne en tête de 
laquelle se trouve le chiffre 0. Nous trouvons ainsi 6628, 
on à donc : | 
log 4,6—0,6628. 


422. — Table d’antilogarithmes. — L’antilogarithme 
d'un nombre a est le nombre qui admet a comme loga- 
rithme. 

La table qui se trouve à la fin du volume (pages 428 et 
429) donne les antilogarithmes des nombres de o à r, de 
millième en millième; c’est-à-dire des nombres 0; 0,001; 
0,002; 0,003; etc...., jusqu’à 0,998 et 0,999, avec quatre chif- 
fres, soit trois décimales. 

Comme la partie entière du logarithme est toujours 0, 
on ne l’inscrit pas dæns la table. 

De même, la virgule de lantilogarithme n’est pas 
figurée. 

La disposition est à double entrée comme pour les loga- 
rithmes. 

Les deux premiers chiffres de la mantisse du loga- 
rithme donné sont inscrits dans la colonne de gauche en 
tête de laquelle se trouve la lettre L. Le troisième chiffre 
est en tête des colonnes suivantes. 

Cherchons, par exemple, le nombre dont le logarithme 
est 0,663, c’est-à-dire l’antilogarithme de 0,663. 

La mantisse est 663. 

Dans la colonne L (page 429) nous cherchons le nom- 
bre 66. 

L'antilogarithme cherché se trouve à l'intersection de 
la ligne horizontale correspondante et de Ja colonne en 
tête de laquelle se trouve le chiffre 8. 

Nous trouvons ainsi 4603, 


at à 
E . V4 
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Le nombre cherché est 4,603. 

De même, cherchons le nombre dont le logarithme est 
0,047. 

La mantisse est ici 047. 

Le nombre cherché se trouve (page 428) à l'intersection 
de la ligne horizontale à gauche de laquelle se trouve 04, 
dans la colonne L, avec la colonne en tête de laquelle se 
trouve le chiffre 7. 

On trouve ainsi 1114. 

Le nombre cherché est donc 1,114. 


423. — Nombres plus grands que 40. — Les tables 
ne nous ont donné jusqu'ici que les logarithmes des nom- 
bres de 1 à 10. Elles permettent cependant d’avoir les 
logarithmes de fous les nombres positifs. 

Pour cela, nous ferons une remarque préliminaire fon- 
damentale : 

Le logarithme décimal d'une puissance de 10 est égal à 
l’exposant de cette puissance. 

En effet, d’après la propriélé IIT (n° M9), on a : 

log 1o—=#n.109 ro =", 
puisque log 101: 
Cela étant, considérons un nombre plus grand que 10, 
452 par exemple. On peut écrire 
452 —= 100 X 4,52. 
Donc (propriété I, n° 415) 
log 452 — log 10° + log4,52 
et log 452— 2 +]log 4,52. 

On est ramené à chercher le logarithme de 4,52 qui est 

compris entre 1 et 10. La table donne : 


10g 4,52—0,0591. È 
Donc : RS 
log 452 —=2 + 0,6551— 2,655. ; 
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La partie entière 2 est ce qu’on appelle la caractéristique. 
La partie décimale 655r est la mantisse. 


424. — D'une façon plus générale, un nombre quel- 
conque plus grand que 10 peut être considéré comme le 
produit d’une puissance de ro par le nombre obtenu en 
reculant la virgule à la droite du premier chiffre. 

L’exposant de la puissance de 10 est égal au nombre des 
rangs dont on a reculé la virgule, c’est-à-dire au nombre 
des chiffres de la partie entière moins un. 

Ainsi : 

APP RTUNENN IT: 
3580 — 105 X 3,58, 
45900 = 104 X 4,59. 


On appelle earactéristique d'un logarithme positif la 
partie entière du logarithme. 


Il résulte de ce qui précède que la caractéristique est 
égale à l’exposant de la puissance de ro mise en facteur. 
Par suite : 


Ainsi : 


log 21,7 — 1 + log 2,17, 


log 3580 — 3 + log 3,58, 
log 45900 — 4 + log 4,59. 

La caractéristique du Iogarithme d'un nombre plus grand 
que 1 est égale au nombre des chiffres de sa partie entière 
moins un. 

La mantisse est ensuite la même que celle du nombre 
compris entre 1 et ro obtenu en reculant la virgule. 


425. — Nombres plus petits que 4. Caractéris- 
tiques négatives. — Remarquons tout d'abord que 
le logarithme de l'inverse d'une puissance de 10 est égal à 
l’exposant changé de signe. 

On a en effet (n° 409) : 


log — = — log 10 = — N, log i0=—n. 
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Cela étant, considérons un nombre quelconque plus 
petit que 1, par exemple 0,0657; on peut l'écrire : 


0,0657 =— x 6,57. 
On a donc : 
log 0,0657 — log — + log 6,57 
et, par suite, 
log 0,065 —— 2 + log 6,57. 
Le logarithme de 6,57 est donné par la table, il est égal 
à 0,8176. On a donc : 
log 0,0657 — — 2 + 0,8176. 
On pourrait effectuer cette différence; mais, pour la com- 
modité des calculs, on se garde bien de le faire. 
Cependant, pour abréger l’écriture on écrit ceci : 
log 0,0657 — 2,8176, 
en surmontant 2 d’un trait. 


— 2 est encore ce qu’on appelle la caractéristique et 8176 
est la manlisse. 


426. — Plus généralement, tout nombre plus petit que 1 
peut être considéré comme le produit d’un nombre com- 
pris entre 1 et 10, obtenu en reculant la virgule à la droite 
du premier chiffre significatif de la partie décimale, et de 
l'inverse d’une puissance de 10. 

L’exposant de la puissance de ro est égal au nombre 
des rangs dont on a reculé la virgule, c'est-à-dire au 
nombre des zéros situés à gauche, y compris celui qui se 
trouve avant la virgule. 


Ainsi on a : 


0,257 = x 207 


I 
0,0031 — — X< 3,1, 
1 05 


L 
0,0000493 X 4,93. 


EPRE CT 
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Il résulte de là que le logarithme d’un nombre plus 
petit que r est la somme : d'un nombre entier négatif qu'on 
appelle la caractéristique et d'un nombre positif plus petit 
que 1 dont la partie décimale est appelée mantisse. 


Par exemple : 


log 0,257 — log _ + log 2,57 —— 1 + log 2,57, 
log 0,0031 — log — + log 3,1 ——3 + log 3,r, 
log 0,0000493 — log = + log 4,93 —— 5 + log 4,93. 


La caractéristique du logarithme d'un nombre plus petit 
que 1 est un nombre entier négatif dont la valeur absolue 
est égale au nombre des zéros situés à gauche du premier 
chiffre significatif de la partie décimale, y compris le zéro 
qui est à gauche de la virgule. 


La mantisse est la même que celui du nombre compris 
entre : et ro obtenu en reculant la virgule. 


Ainsi on a, d’après les tables : 
+ log 2,57 —0,4099, 
log 3,10 —0,4914, 
log 4,93 —0,6928. 
On à donc : 
log 0,257 —— 1 + 0,4099 —1,4099, 
log 0,0031 — —3 + 0,4914 —3,4914, 
log 0,0000493 — — 5 + 0,6928 — 5,6928, 


en employant l'écriture abrégée. 


427. — Remarque. — Nous avons toujours supposé 
jusqu'ici, dans les exemples traités, que le nombre obtenu 
par suppression de la virgule dans le nombre donné avait 
au plus trois chiffres. 

Lorsque le nombre donné a plus de trois chiffres on ne 
considère que les trois premiers. 

Cela revient à faire une approximation. 
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Ainsi, si je considère le nombre 25,238, je puis dire que 25,2 en 
est une valeur approchée. Je chercherai donc le logarithme de 25,2 
qui sera une valeur approchée du logarithme de 25,238. 


Il ne faut pas perdre de vue, en effet, que les calculs 
logarithmiques ne sont que des calculs approchés, mais 
généralement très suffisants dans la pratique courante. 
Cependant, lorsque le premier des chiffres que l’on néglige 
est plus grand que 5 il sera bon de forcer le dernier chiffre 
conservé d'une unité. 


Ainsi on prendra pour valeur approchée de 5,381 le nombre 5,74 
qui est approché par excès, mais plus approché que 6,73. 


428. — Résumé. — Tout ce que nous venons de dire 
sur la recherche du logarithme d’un nombre positif se 
résume alors dans la règle suivante : 


Règle. — Pour trouver le logarithme d'un nombre 
positif : 

1° On calcule la earacetéristique. 

Si le nombre est plus grand que 1, la caractéristique est 
positive et égale au nombre des chiffres de la partie entière 
diminué de 1. 

Si le nombre est plus petit que 1, la caractéristique est 
négative et égale, en valeur absolue, au nombre des zéros 
situés à gauche du premier chiffre significatif de la partie 
décimale, y compris le zéro à gauche de la virgule. 

2° On cherche 1a mantisse. 


Pour cela on supprime dans le nombre la virgule. Si le 


nombre obtenu a plus de trois chiffres on ne conserve que 
les trois premiers. Si le nombre a moins de trois chiffres on 
complète à trois par des zéros à droite. On trouve alors la 
mantisse dans la table comme il a été dit au n° 421. 


En appliquant cette règle on a : 


(OPPOSER NOLE log 4,253 —0,6284, 
log 0,317 —1,5011, log 2878 —3,4594, 
log 0,00317 — 3,5o11, log 2—0,3010, 
log 425,3 —2,6284, log 0,02 — 2,3010. 


Remarquons, sur ces exemples, que deux nombres qui ne diffèrent 


L 
+ LL 
-2 lé 


14 
DL Leds =. 
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que par la place de la virgule ont même manlisse du logarithme. 

Pour le logarithme de 2878 nous avons cherché la manlisse de 288 
en forçant le chiffre 7 d'une unité, d’après la Remarque faite plus 
haut (n° 427). 


429. — Problème inverse. — Il nous est facile main- 
tenant de traiter dans toute sa généralité le problème 
inverse : Trouver un nombre, connaissant son logarithme. 

La mantisse donne les chiffres qui composent le nombre. 

La caractéristique indique la place de la virgule. 

Il nous suffira d’énoncer la règle qui s'explique d’elle- 
même. 

Règle. — Pour trouver un nombre, connaissant son loga- 
rithme : 

1° On cherche ses chiffres. 

Pour cela on considère la mantisse qu'on ramène à n'avoir 
que trois chiffres, en supprimant ceux qu'il peut y avoir de 
trop à droiïte. La table d'antilogarithmes donne alors les 
chiffres du nombre cherché comme il à été dit n° 422. 

2° On place la virgule. 

Si la caractéristique est positive on sépare, par une virgule, 
un nombre de chiffres à gauche égal à la caractéristique aug- 
mentée de 1. 

Si la caractéristique est négative, on écrit un nombre de 
zéros à gauche égal à la valeur absolue de la caractéristique 
et on sépare le premier zéro par une virgule. 


L'application de cette règle donne : 
log 23,492, = donc 423837, 
log y—2,;81, donc Yy—0,06039, 
1626/7113; 00donc 221,937. 
Supposons encore que l’on ait : 
log u— 5,6928. 
Nous supprimons le dernier chiffre 8, mais nous forçons le précé- 
dent d’une unité (n° 427), l’antilogarithme de 5,693 donne : 
u—0,00004932 
Soit enfin, log {— 1,4099. 
Nous cherchons l’antilogarithme de 1,410 et nous trouvons : 
1=0,2570. 


“à 
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430. - Applications des logarithmes. — L'emploi 
des logarithmes peut servir à faire très rapidement les 
calculs suivants : multiplications, divisions, élévalions aux 
puissances, exlractions de racines. 

Mais il ne faut pas oublier que ces calculs ne sont que 
des calculs approchés qui ne fournissent que trois chiffres 
significatifs avec les tables à quatre décimales que nous 
employons. 

Pour avoir une plus grande approximation, il faudrait 
employer des tables plus complètes à 5, 7 ou 8 décimales, 


431. — Produits. — Pour effectuer un produit on s'ap- 
puie sur la propriété TI (n° 415). 

On calcule les logarithmes des facteurs et on fait la 
somme de ces logarithmes. On a ainsi le logarithme du 
produit et pour avoir ce produit lui-même on n’a qu'à 
faire le problème inverse (n° 429). 


ExewPre. — Soit à calculer le produit : 
L=A23 << 0,0002 0,749 IQ ETS 
On à : 
log 423 — 2,6263 
log 0,0082 — 3,9138 
log 0,743 —1,8710 
log 36,17 —1,5587 
somme : log x — 1,9698. 


Nous cherchons l’antilogarithme de 1,970, et nous trouvons 
%e=03,939, 


On a ici à faire une somme de logarithmes. Comme il y a 
des logarithmes à caractéristiques négatives, on fait une 
somme algébrique. 

Les mantisses étant toutes positives, on fait la somme 
arithmélique des mantisses et la somme algébrique des 
caractéristiques en leur ajoutant la partie entière prove- 


nant des mantisses. 


£ 
= 
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Ainsi, dans l'exemple précédent, on a fait la somme arithmétique 
des mantisses; ce qui à donné 9698 pour partie décimale et 2 pour 
partie entière. 

On a fait ensuite la- somme algébrique 


2+2—3—1+1—=1 


de cette partie entière et des caractéristiques, 


432. — Cologarithmes. — Lorsqu'on cherche le loga- 
a 
b 
rithmes : log a — log b, opération plus compliquée qu’une 
addition. Pour éviter cette soustraction on peut écrire 


rithme d’un quotient +; on a à faire une différence de loga- 


logr—10g a+ log F 


4 


On serait ainsi ramené à une addition, si on connaissait 


log z: C’est là la raison de l'emploi des cologarithmes. 


On appelle cologarithme d'u nombre le logarithme de 
l'inverse de ce nombre. 


Or, on a : 
| colog a log =—log 1—loga, 
donc 
colog a——log a, 
puisque log 1 —0. 


Le cologarithme d’un nombre est égal à son logarithme 
changé de signe; mais il faut mettre ce cologarithme so 
la forme ordinaire d’un logarithme. 

Or, un logarithme ordinaire est de la forme c+m; 
ce étant la caractéristique, c’est-à-dire un nombre entier 
positif ou négatif et m un nombre positif plus petit que x. 

Si donc 

| logæ—c+m, 
DR SN 
cologæ ——c— 1m. 
BOURLET. — PRÉC. D'ALGÈLRE. 26 


402 PRÉCIS D'ALGÈBRE. 
Ceci s'écrit : 
cologæ——{(1+c)+1—m 
— (1 +0) est entier positif ou négatif, 1—m est positif el 
plus petit que 1. Donc—(1+c) est la caractéristique et 
1— mn la Mmantisse. 
Soit, par exemple, 
log © —3,2894 
On à : C—S,UmMm—0,2994, 
donc — (1+c)—=—4, 


1—M—I1—0,2894 —0,7106. 


On remarque que, pour avoir 1 —m, 1l faut prendre les 
compléments à 9 de tous les chiffres de 0,2894, sauf du 
dernier à droite dont on prend le CODES à 10. 

D'où la règle suivante : 


Règle. — Le cologarithme d’un nombre a pour carac- 
téristique le nombre obtenu en augmentant la caractéristi- 
que du logarithme d'une unité et en changeant le résultat de 
‘signe. 

La mantisse du cologarithme s'obtient en prenant les com- 
pléments à 9 de tous les chiffres de la mantisse du loga- 
rithme, sauf pour le dernier chiffre significatif à droite dont 
on prend le complément à 10. Si à droite du dernier chiffre 
significatif il y a des zéros, on les recopie. 


ExEMPLE. — On a : 
log 7,05 — 0,848, 
log 0,0705 — 2,848», 
log 0,2 — 1,3010, 
log 423 — 2,6263. 
On en déduit : 
€: colog 7,05 — 1,1518, 
colog 0,070 — 1,1518, 
colog 0,2 — 0,6990, 
colog 423 — 3,3735. 


433. — Quotient. — D’après ce qui précède, le loga- 
rithme d’un quotient est égal à la somme du logarithme 


"> a 


FE sie. 
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du dividende et du cologarithme du diviseur. Ceci donne 
le logarithme du quotient d’où on tire la valeur du quo- 
tient lui-même. 


Exewpce, — Soit à calculer le quotient 
4,86 


0,0732 


On à : 
log 4,86 — 0,6866 
colog 0,0732 — 1,1355 
(66 440 86ai: 
En se reportant à la table des antilogarithmes, on trouve : 
RE DONNT. 

Le calcul du cologarithme de 0,0732 a été fait à vue, sans écrire le 
logarithme. C'est ce qu'il faut faire pour la rapidité des calculs, Ainsi, 
dans ce cas, nous avons d’abord calculé la caractéristique en disant : 
la caractéristique du logarithme serait —-2, donc celle du cologa- 
rithme est —(—2 Li }— + 1. Ceci se fait de tête, et on écrit 
la caractéristique. Ensuite, pour la mantisse, on écrit à vue les complé- 
ments à 9 des chiffres de la mantisse inscrite dans la table. On appli- 


que donc la règle précédente sur la table, sans se donner la peine de 
recopier inutilement la mantisse du logarithme, 


434. — Puissance. — D’après la propriété III (n° 419), il 
est facile de calculer une puissance d’un nombre quel- 
conque. Pour cela, on calcule le logarithme du nombre, 
on le multiplie par l’exposant et on à ainsi le logarithme 
de la puissance que l’on obtient ensuite par la table d’an- 
tilogarithmes. 


ExempLe. — Soit à calculer : 


D D PA 9 
On à : 
[092,51 — 0,5907; 
log x — 5: log 2,51 — 1,9985; 
d’où Z—0a0,9#. 


435. — Produit d’un logarithme par un nombre. 
— On a ici à faire le produit d’un logarithme par un nom- 
bre. Cette opération ne présente aucune difficulté lorsque 
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la caractéristique est positive; mais, lorsque la caractéris- 
tique est négative, il ne faut pas oublier que le loga- 
rithme est une somme algébrique. 


ExemPce. — Soit à calculer : 
ve (0,78)° 
on à 
log 0,75 — 1,851. 

Pour multiplier le logarithme par 8, nous aurons soin de nous rappe- 

ler qu'il est égal à  — 1 + 0,8751. Le produit est donc égal à 
— 8 +0,8751X8 ——8+7,0008 —— 1 +0,0008. 
On a donc : 
log x — 1,0008 ; 

d’où 20,1: 


436. — Racine. — D'après la propriété IV (n° 490), il est 
facilé de calculer une racine quelconque d’un nombre. A 
cet effet, on calcule le logarithme du nombre, on le divise 
par l'indice du radical et on a ainsi le logarithme de la 
racine que l’on obtient ensuite par la table d’antiloga- 
rithmes. 


ExemPze. — Soit à calculer : 


7 ne 
T'— \/200. 
OÜna: log 200 — 2,3010. 
I / 
Donc log x—-log 200—0,3287; 


4 
et on à æ en cherchant l’antilogarithme de 0,329, ce qui donne : 
Ti 2,105: 


437. — Quotient d’un logarithme par un nombre 
entier. — Le calcul précédent conduit à diviser un loga- 
rithme par un nombre entier Cette opération ne présente 
aucune difficulté lorsque la caractéristique est positive; 
mais quelques précautions sont nécessaires lorsque la 
caractéristique est négative, afin que le quotient ait encore 
la forme ordinaire d'un logarithme. 


a 
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Supposons que l’on ait : 
loga——c+m, 
— ce étant Ia caractéristique négative et m un nombre 
compris entre o et 1. On aura : 


IT QUES : —C+m 
logy/a=2+ log a= +. 
p Le, 


D 
—C+m "ONE 3 
Pour mettre Free sous la forme ordinaire d’un loga- 


rithme, cherchons le plus petit multiple de p supérieur 
à c. Soit pk ce multiple, on aura : 
Cc—pk—7r, 
r étant plus petit que p. On en conclut : 
PF —c+m —ph+rT+m_ RTE 
log Va ren ST PS TE 
Te étant positif plus petit que :1 
ñ = m 


k étant entier et 


puisque » + m <p, + est la caractéristique et 





la mantisse. On en conclut la règle que voici : 


Pour diviser un logarithme, à caractéristique négative, par 
un nombre entier, on cherche d'abord le multiple de ce nom- 
bre entier immédiatement supérieur ou égal à la valeur 
absolue de la caractéristique. Le quotient, changé de signe, de 
ce multiple par le diviseur est la caractéristique cherchée. 

On ajoute, ensuite, l'excès du multiple considéré sur la carac- 
téristique à la mantisse du logarithme donné. Le quotient de 
cette somme par le diviseur est la mantisse cherchée. 


Exempze. — Soit à calculer : 
= \/0:03, 
On à : log 0,03 —2,4771. 
I 
Donc log æ—; log 0,03— > (5,4771) 
3,4 el Le 





= (—5+ 3,477) = — 1 + 


d'où log x — 1,695 ; 
== 0,4055. 
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438. — Application. — Les logarithmes permettent de 
calculer aisément une valeur approchée de la valeur 
numérique d’un monôme quelconque. 








ExEmPLe, — Calculer la valeur numérique du monôme 
4 as bc? 
LE 
V7.d 
pour G=—0,271, b—0 10 F0 = SC 
On à : A0, 


Les tables donnent : 

log 4—0,6021, 

log a—1,4330, 

log b=s0; 7889, 

log c—1,6513, 

log 7 d—1,6160, 

colog 7 d—0,3840. 

Or, on a : 
log æ— log 4 + 3 log a + log b + 2 log c + 3 colog 7 d. 


Effectuons la somme indiquée dans le second membre et nous 
trouvons : 
log 4 —0,6021 
3 log a — 2,2990 
log b—0,7889 
2 log c —3,3026 


= col 7 d—0,0960 
: 


log z—3,0886 
L’antilogarithme de 3,089 donne : 
TL — 1227. 


439. — Tables à cinq décimales. — Tout ce que nous - 
: venons de dire pour les logarithmes à quatre décimales, 
s'applique sans modifications aux tables à cinq, sept, huit 
décimales. Nous nous contenterons de donner quelques 
indications sur les tables à cinq décimales. 

Elles donnent les mantisses des logarithmes des - 
nombres de 4 chiffres depuis 1000 jusqu’à 9999 ou, ce qui 
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revient au même, des nombres de 1 à 10 de millième en 
millième : de 1, 1,001, 1,002, jusqu’à 9,999. 

Nous avons reproduit à la page 425 l’une des pages de 
la table de Bouvart et Ratinet, éditée par la librairie 
Hachette et Ci. Chaque page constitue une table à 
double entrée. 

Dans la première colonne de gauche N, se trouvent 
inscrits les 3 premiers chiffres du nombre; le quatrième 
chiffre est en tête d’une des colonnes suivantes. 

Une première remarque s'impose immédiatement. 

Un grand nombre de mantisses consécutives com- 
mencent toutes par les mêmes deux premiers chiffres. 

Pour économiser la place on convint alors de ne pas 
répéter les deux premiers chiffres qu'on n'indique qu’une 
seule fois dans la colonne 0. | 

Ainsi dans la page 425, toutes les mantisses des loga- 
rithmes de 6500 jusqu'à 6606 commencent par les deux 
chiffres 8 r. Ces deux chiffres n’ont été écrits qu’une seule 
fois dans la colonne 0; et il faut supposer que toutes les 
mantisses inscrites dans les lignes 650 jusqu’à 660, sont 
précédées de ces deux chiffres. 

De même les deux premiers chiffres du nombre ne sont 
pas reproduits tant qu'ils ne changent pas. 

Il arrive cependant généralement que le changement 
des deux premiers chiffres de la mantisse se fait au 
milieu d’une ligne. Dans ce cas, à l'endroit où commence 
le changement, on a mis une astérisque aux mantisses. 
Cette astérisque indique que les deux premiers chiffres 
de la mantisse ne sont pas les deux chiffres précédents, 
mais les deux chiffres suivants. 


ExemPLes. — Soil à trouver le logarithme de 65,27. 


La mantisse se trouve à l'intersection de la ligne horizontale à gauche 
de laquelle est inscrit 652 et de la colonne en tête de laquelle se 
trouve le chiffre 7. En ce point se trouve 471. Ce sont les trois der- 
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niers chiffres. Les deux premiers sont 81 inscrits dans la colonne o. 
La mantisse complète est 81471, et on à : 


log 65,27 = 1,81471. 


Soit à trouver le logarithme de 0,6764. 


À l'intersection de la ligne à gauche de laquelle se trouve 676 
(colonne N) et de la colonne 4 on trouve *o20, Les trois derniers 
chiffres de la mantisse sont donc : 020. Mais, comme devant 020 il y 
a une astérisque, cela veut dire que les deux premiers chiffres sont 
les deux chiffres 83 placés en face de la ligne suivante dans la 
colonne o, et non pas les deux chiffres 82 précédents, La mantisse 
complète est donc 83020, et on a : 


log 0,6764 = 1,83020. 


440. — Emploi des tables de parties proportion- 
nelles. — Supposons qu'on veuille calculer le loga- 
rithme de 6,6358. D’après ce que nous avons dit plus 
haut, ce logarithme sera compris entre le logarithme de 
6,635 et celui de 6,636. La mantisse correspondant à 6635 
sera une valeur approchée par défaut et celle relative à 
6636 sera une valeur approchée par excès. Pour calculer 
avec plus d’approximation la mantisse correspondante à 
66358, on se sert du principe suivant : 

La variation de la mantisse est sensiblement proportionnelle 
au dernier chiffre. 

La mantisse de 6635 ou 66350 est, d’après la table (p. 425), 
82184. Celle de 6636 ou 66360 est 82191. On voit donc que 
quand le nombre augmente de 10 unités, la mantisse aug- 
mente de 7 unités. Par suite, d’après le principe précé- 
dent, lorsque le nombre augmente de 1 unité la mantisse 


augmente de À 0,7 et lorsque le nombre augmente de 


8 unités la mantisse augmente de 8 Xo,7 —5,6. 
La mantisse de 66358 est donc égale à celle de 66350 
augmentée de 5,6, soit : 


82184 + 5,6 —82189,6. 


En fait, on réduit toujours la mantisse à avoir cinq 
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chiffres, dans ces conditions on néglige le chiffre après la 
virgule. | 

Toutefois, si ce chiffre est plus grand que 5, on force le 
cinquième chiffre d’une unité. 

Ainsi dans l'exemple précédent, le chiffre après la 
virgule est 6. On l’efface, et comme il est plus grand que 
5, on force le cinquième chiffre d’une unité. La mantisse 
cherchée est alors, avec cinq chiffres, 82190. 

Pour éviter au calculateur d’avoir à faire le produit 
8 <0,7, ce produit est inscrit tout calculé dans une petite 
table additionnelle placée en marge. Ainsi (page 425}, dans 
la marge de la table nous trouvons le petit tableau 


2 


© GI OUT CR 1 


qui donne les produits de 0,7, par 1,2, 3... 9 
Voici alors comment on dispose le calcul 


DOUT 06030 PP 02184 
pour ce SE 5,6 
log 6,6358 — 0,82190 


ExEwPpLe. — Soit à calculer log 683,27. 


DOUTE ES ans 83455 
DO 7 4,2 
log (683,27) — 2,83459 


Ici la mantisse de 6832 est 83455. Par une soustraction facile effec- 
tuée sur la table on voit que l’excès de la mantisse suivante 83461 
sur celle-ci est 6. Dans la petite table 6 en marge on trouve en regard 
de 7, le produit 4,2. 

La caractéristique 2 se calcule comme d'ordinaire. 


441. — Problème inverse. — Dans les tables à cinq 
décimales il n’y a pas de tables d’antilogarithmes. Dans 
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ces conditions, pour calculer un nombre, connaissant son 
logarithme, il faudra se servir de la fable des logarithmes 
en sens inverse. 

Supposons qu'il s'agisse de calculer le nombre x tel 


que 
logæ—2, 83184; 


Nous chercherons dans la table de logarithmes, dans la 
colonne 0, les deux premiers chiffres 83 de la mantisse. 
Puis, dans les lignes suivantes, le plus grand nombre de 
trois chiffres contenu dans 184. Le nombre correspondant 
donnera les chiffres du nombre æ avec quatre figures. 

Nous trouvons ainsi (page 425) que le plus grand 
nombre contenu dans 184 est 181. En d’autres termes, la 
plus grande mantisse contenue dans 83184 est 83181 qui 
est celle de 6789. Il en résulte que 678,9 est une valeur 
approchée de æ par défaut. 

Pour avoir un chiffre de plus, nous appliquerons la 
méthode des parties proportionnelles. 

La différence entre 83181 et la mantisse suivante 83187 
dans la table est 6. Puisque, pour un accroissement de 
io unités du cinquième chiffre, la mantisse croît de 
6 unités, pour un accroissement de 1 unité du cinquième 


6 
chiffre, la mantisse augmentera de = —0,6. Or, la diffé- 


rence entre la mantisse du logarithme de 67890 qui est 
83181 et la mantisse du logarithme de + qui est 83184 est 
3. Donc le cinquième chiffre de x sera égal au nombre 
de fois que 0,6 est contenu dans 3, ce qui est 5. 

Pratiquement, pour diviser 3 par 0,6, on se sert de la 
table en marge et on cherche le plus grand multiple de 
0,6 contenu dans 3. Ici c’est exactement 5. Donc : 


æ — 678,95. 


On dispose alors les calculs ainsi : 
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log æ — 2,83184 
DOUTE OS LS LE GS 6789 
diff. 5,0 
pour EU CLONE b 


Exempres. — Soit à calculer le nombre x tel que : 
FEES 2,81769. 
DOUT OMS 1707 Le. de 6571 
APR AT 
pour AE LS ME ee ac 9 
d—0,065719. 
Soit encore à calculer x tel que : 
log x — 0,82095. 
DOUTE ADN ee . 6627 
MEL Ad tra s 
DOUTE RE ee 4 
MED, 62714 
442. — Exercice. — Calculer le rayon d'une sphère de 


1543 litres de volume. 
Soit æ le rayon de la sphère en décimètres, on aura : 


dra— 1543, 


d’où ie : a 


Ones RÉ 
les tables donnent : 
10880 17772 
log 1543 —53,18837, 
log 4 — 0,60206. 
Calculons log x : 
pour 3141 .... 49707 
boue 150 8,4 
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On a alors : 
log 3 —0o,47712 
log 1543 — 3,18837 
colog 4 — 1,39794 
colog x = 1,50285 
3 log x — 2,56628 
log æ — 0,85542 
POUR 659402 7 27108 
diff. ne 
DOUL UT NES RER 3 
Le 7:100) 


Le rayon calculé est donc de 7%°,1683, ou de o",71683. 


$ 4. — Intérêts composés. 


4483. — Intérêt simple. — Rappelons d’abord, en 
quelques mots, ce que c’est que l'intérêt simple dont il a 
été parlé en arithmétique. 

Lorsque le possesseur d’une certaine somme d’argent 
en cède momentanément la jouissance à une autre per- 


sonne, il reçoit de cette personne, à titre de loyer ou de 


rémunération, une certaine somme appelée intérét. 

On dit que la somme d'argent est prétée ou placée, et 
cette somme prend le nom de capital. 

D’après les conventions généralement admises, l’intérét 
simple est proportionnel au capital et à la durée du place- 
ment. / 

- Le taux de l'intérêt est l'intérêt rapporté par une somme de 
100 francs au bout d'un an. 


Dire qu’un capital est placé au taux 5 0/0, c’est dire que 100 francs 
rapportent 5 francs par an. 


1. Voir notre Cours abrégé d'Arithmétique, livre IV, chap. m1, 8 
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444. — Formule de l'intérêt simple. — On démontre 
en arithmétique! que, si l’on désigne par à l'intérêt rap- 
porté par un capital a placé au taux { pendant n années, 
on à : 


n peut être un nombre entier ou fractionnaire. 
Posons 


r est alors l'intérêt de 1 franc au bout d’un an. 
La formule précédente s'écrit alors : 
(1) 1 Or 


En particulier, l'intérêt rapporté par un capital a au 
bout d’un an Ss’obtient en faisant dans cette formule n—1 
et est : 


(2) D 4 Lie 


445. — Intérêts composés. — On dit qu'une somme est 
placée à intérêts composés lorsqu'à la fin de chaque année 
les intérêts produits par cette somme sont ajoutés au capital 
et produisent eux-mêmes intérêt pendant les années suivantes. 


On dit encore que les intérêts sont capitalisés à la fin de 
chaque année. 


Par exemple une personne a placé un capital de 1000 francs à 4 0/0. 
Au bout d’un an le capital a produit 40 francs d'intérêt. La personne 
ne touche pas ces 40 francs et les ajoute au capital, qui devient alors 
1040 francs. Au bout de la seconde année, ce nouveau capital à pro- 


duit : 
1040 X 0,04 =41",60 


d'intérêt. Ces intérêts sont de nouveau ajoutés au capital, qui devient 
1081",60, Au bout de la troisième année, l’intérèt du nouveau capital 
est : 

1081,60 X 0,04 — 43", 264. 


4. Voir notre Cours abrégé d'Arüthmétique, p. 347, n° 815 
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Et le capital, grossi des intérêts, est devenu : 
1081,60 + 43,264 — 1124",864 ; 


et ainsi de suite. 
446 — Formule générale. — Soit «a un capital placé à 


intérêts composés au taux {. Posons encore = r étant 
l'intérêt de 1 franc en r an. 

L'intérêt rapporté par le capital a au bout d'un an sera 
(formule (2), n° 444) ar. 

En ajoutant cet intérêt au capital, celui-ci devient : 


a(i +r). 





uTarTEe 
Cette égalité prouve que : 


La valeur acquise par un capital au bout d'un àn s'obtient 
en multipliant ce capital par 1 +7, r étant l'intérêt simple de 
1 franc en un an. 


Au bout de la première année le capital «a est devenu 
a(1 ++). D’après ce qui précède sa valeur au bout de la 
seconde année sera 


a(i+r)(i+r)=a(i+r). 


On obtient la valeur acquise au bout de la troisième 
année en multipliant celle-ci par 1 +r, ce qui donne : 


a (+) (+ r)=a (1 +7); 
et ainsi de suite. 

Pour chaque année de placement on multiplie par 1 + pr. 
Pour n années de placement on multipliera n fois par 
1+7, c’est-à-dire par (1 +)". | 

Donc : 


La valeur À acquise par un capital «a au bout de n années 
de placement à intérêts composés au taux { est donnée par la 
formule 


(3) AU += a(s 2E a)" 


100 


; 
4 

- 
0 
D 
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447. — Calcul pratique. — Pour appliquer cette for- 


mule on se servira des logarithmes; on a, en effet : 


(4) log À — log a + n.log( + 2) 


100 


C’est la formule de calcul pratique. 


100 


On voit qu'il faudra multiplier la valeur log (: + ) 


par n. Or, si on ne connaissait la valeur de ce logarithme 
qu'avec 4 ou à décimales, en multipliant par n on ferait 
des erreurs assez grandes dès que n serait un peu grand. 
peu £ 
Pour cette raison, il est bon d’avoir les valeurs de ce 
logarithme avec un plus grand nombre de décimales. 
O 


Voici un tableau qui donne les valeurs de log (: +. sk , 
100 


pour les valeurs usuelles de {, avec ro décimales. 


l 
log (1+—) 


0,0086001718 
0,0096633167 
0,010723865/ 
0,0117818305 
0,0128372247 
0,0138900603 
0,0149403/498 
0,01209881054 
0,0170333393 


2 
2 
2 
2 
=) 
3 
3 
3 
4 





: { ; : « 
Dans le produit n. log (: +) effectué, grâce à ce 


tableau, on ne conservera ensuite que les 4 ou 5 bre- 
mières décimales. 


448. — PROBLÈME I. — Un capital de 1250 francs est placé 


pendant $ ans, à intérêts composés, au taux de 3 1/2 0/0. 
Qu'est-il devenu au bout des 8 ans? 
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Ce capital est devenu : 
À = 19250 | 1 ÉE 
1200 +- re je 
et on a (formule (4), n° 330) : 


log A — log 1250 +8 .log 1,035. 
. log 1250 —3,0969, 
8 10g 1,035 —0,119b, 
log À —3,2164, 
A 104140 


449. — PROBLÈME II. — Une propriété d'une valeur de 
5840 francs avait élé enlevée à un fermier pendant la Révo- 
lulion en 1793. Ses héritiers réclament le remboursement de 
_la propriété avec les intérêts capitalisés au taux de 3 ofo. 
Quelle serait la somme due aux héritiers en l'an 1903? 

Le temps du placement serait : 


M — 1903 — 17993 — 110 ANS. 
La somme serait donc donnée par la formule : 
log À — log 5840 + 110 log 1,05. 
log 5840 — 3,7664, 
110 log 1,00/==41,4731t 
109:A6tr 7095, 
A — 150 700. 


La somme due serait de 150 700 francs, environ. 


Pour calculer cette somme avec un peu plus d’exactitude, employons 
les logarithmes à cinq. décimales. On à alors : 
log 5840 —3,76641 
110. log 1,03 — 1,41209 
log À — 5,17850 


POUTAMITS AO 1508 

Aie, WRUMIEE 

DOUr MS SD TS ee 3 
A — 150830 


Le capital est donc, avec plus d’exactitude, de 150 830 francs. 





RTE 


À. Let 


INTÉRÊTS COMPOSÉS. M7 


450. — Calcul du capital à placer. — De la formule 
(4) du n° 447, on tire : 


log a — log A —-n log (: + Æ) 


ou 


() log a — log À + n colog (: + &) 


100 


Cette formule permet de calculer le capital a qu'il faut 
placer pour obtenir au bout de n années un capital A à 
intérêts composés au taux é. 


451. — PROBLÈME III. — Quelle somme faut-il placer, à 
intérêts composés au laux 4 oo, pour avoir au bout de 
10 ans 100 000 francs ? 

Cette somme est donnée par la formule (5) 

log a — log 100 000 + 10 colog 1,04, 
log a — 5 + 1,8297 — 4,8297, 
a 67610/fr. 


452. — Calcul du taux. - - De la formule (4) du n° 447, 
on tire : 


l log A — loc 
NE (1+5)= ie 
ou 
t \ _ log À +colog a 
(6) 108 (145) = Eten, 


Cette formule permet de calculer le taux { auquel il faut 
placer un capital a pour qu'il devienne A au bout de n 
années. | 


: l : l 
La formule fournit log (: + a) ce qui donne 1 +—; 
100 100 
d’où on déduit facilement é. 
453. — PROBLÈME IV. — À quel taux faut-il -placer 
3000 francs pour qu'ils produisent à antéréts composés, 


5 000 francs en 15 ans? 
BOURLET. —= PRÉC, D ALGÈBRE. Y 
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La formule (6) donne, en y faisant : 


À = 2000, (1==9000 10, 


l log 5000 + colog 3000 
log ( os 15 si ® 


log 5000 —3,6990 


colog 3000 — 4,5229 
Somme — 0,2219. 





Donc 
l 0,2219 
log (: +2)= == —0,0146, 
d'oi I : — 1,035 
où AE PR mt, 


ce qui donne : 
{—3,5 pour 100. 


454. — Calcul du temps. — De la formule (4) du n°447, 
on tire finalement 
n—18A—loga 


L 
log (1 +) 


__ log A +cologa 
A TT 
log (: Eee 


ou 


(7) n 


Pour calculer le quotient qui figure dans le second. 


membre, on pourra encore employer les logarithmes. 

Il faut remarquer que cette formule (7) peut fort bien 
ne pas donner pour n une valeur entière. Le placement ne 
serait pas alors un nombre exact d'années entières, mais 
un certain nombre d'années plus une fraction d'année. 

Il semble alors que le problème n’aurait plus de sens. 


Il en a un cependant, car on convient d'appliquer la for- | 


mule (4) dans tous les cas, même lorsque n n'est pas entier 
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La formule (4) doit donc être considérée comme la formule 
générale des intérêts composés applicable dans tous les cas, 
même lorsque le placement n'est pas un nombre entier 
d'années. 


455. — PROBLÈME V. — Au bout de combien d'années un 
capital placé à 3 pour 100, à intérêts composés, est-il 
doublé ? 

Prenons pour unité le capital à placer. On aura alors: 


DT Nm 0 
et la formule (7) donne : 


log > + colog1 
DE > ———" 
log 1,03 


Remarquons que 
colog 1 ——log 1 —0; 


_log> __o,3o10 


on a donc : Po 
log 1,03  0,0128 


On en conclut : 


log n—log o,3010 + colog 0,0128 
log o, 3010 —1,4786 
colog 0,0128— 1,8928. 
(02e TA714 


d'où SITE 


Il faudra donc placer le capital pendant 23 ans 1/2, 
c'est-à-dire pendant 23 ans et 6 mois. 


Pour avoir un résultat plus exact, nous pourrions employer les tables 
à cinq décimales : 
log 2 — 0,30103, 
log 1,03 — 0,01284. 
Donc 
__0,30103 
” _0,01284 


x tn PINS de D ANR TS LU TOUT SE NERO I ES 
- CA eva LE LEA à VA LEA d- Dre pe 
n OV CU rr 
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POUTINE 47837 
pour ARE MR AU FAI 


log 0,30103 — 1,43861; 
log 0,01284 — 2,10857. 


log 0,30103 — 1,47861 
colog 0,01284 = 1,89143 
log x — 1,37004 
pour 36990200. 002024 | 
HU HR NS 
pour Lane RS La le OR EE si 


n —= 23,444 
Le capital doit être placé 23*,444. Or, o*,444 valent : 


0,444 X 12 = 5",328 
et 0,328 valent : 
0:325 30-1004: 


Le capital doit donc être placé 23*5" rof, 


EXERCICES 


PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES 


523. Trouver trois nombres en progression arithmétique ayant r pour 
raison, dont la somme égale le produit. Application r = 7. 

524. Quelle doit être la raison d’une progression arithmétique dont le 
premier terme est a, pour que la somme des n premiers termes soit égale 
à an°? 

525. Trouver le premier terme et la raison d’une progression arithmé- 


tique sachant que la somme des # prenuers termes est, pour toutes les 


valeurs ‘de », égale à n(3n +1). 


526. Trouver quatre nombres en progression arithmétique connaissant … 


le produit des extrêmes, 22 et le produit des moyens 40. 


527. Dans une progression arithmétique dont les deux termes extrêmes 


sont — 5 et + 25, trouver deux termes équidistants des extrèmes, tels que 
leur produit soit égal à 36. 


528. Trouver p nombres impairs consécutifs dont la somme soit égale … 


à p5. 


529. Quelles sont les progressions arithmétiques commençant par 5, 
ayant pour raison un nombre entier et comprenant les nombres 57 et 113? 






\ 
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530. Les nombres 12, 20 et 35 peuvent-ils faire partie d'une mème 
progression arithmétique ? 

531. Un cavalier fait ferrer son cheval des quatre pieds. Le maréchal 
ferrant lui demande 2 francs par fer ou 1 centime pour le premier clou, 
3 centimes pour le deuxième clou, 5 centimes pour le troisième clou et 
ainsi de suite Chaque fer a 8 clous. Le cavalier doit-il accepter cette 
dernière proposition ? 

532. Vérifier que si +, y, 3 sont en progression arithmétique, il en est 
de même de 


L° + xy + Y° 
a? + xx + 2° 
y +ys +. 


Trouver Îe rapport des raisons. 

533. Calculer le volume d’un parallélépipède rectangle, sachant que les 
trois arêtes issues d’un même sommet sont en progression arithmétique, 
que la surface totale est de 166 mètres carrés et que la somme des trois 
arêtes est de 18 mètres. 

534. Les trois côtés d'un triangle forment une progression arithmétique 
dont on donne la raison; on connaît le rapport » de la surface de ce 
triangle à celle du rectangle construit sur les deux plus petits côtés, 
Calculer les côtés de ce triangle. Discuter. 

535. Calculer le premier terme d'une progression arithmétique, sachant 
que la raison est r, et que la somme des n premiers termes est égale à 
(n + 4) fois le dernier terme. 


Application : Hdi, 


536. Trouver trois nombres en progression arithmétique, tels que leur 
somme soit égale à a et la somme de leurs carrés à b. 


Application : . GTA AT 74 


5317. Trouver les trois côtés d’un triangle rectangle connaissant le péri- 
mètre 3a de ce triangle, et sachant que ses côtés forment une progression 
arithmétique. 

538. Lorsque les trois côtés d'un triangle rectangle sont en progression 
arithmétique, le rayon du cercle inscrit est égal à la raison de cette pro- 
gression. 

539. Si S, S’, S” sont les sommes de n termes de trois progressions 
arithmétiques dont les premiers termes sont l'unité et dont les raisons 
sont respectivement 1, 2, 3, démontrer que l'on a : 


Û 


S + S! —2$, 


540. Dans une progression arithmétique les termes de rang m, p, g, 
sont respectivement a, b, c. Démontrer que l'on à : 


a(p—q)+b(qg—m) + c(m—p)=—0. 
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PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES 


544. Trois nombres entiers sont en progression géométrique ; si le second 
augmente de 8, la progression devient arithmétique; mais si, alors, le 
dernier terme augmente de 64, elle redevient géométrique. Trouver les trois 
nombres. 

542. Trois nombres entiers forment une progression géométrique crois- 
sante. On diminue le troisième nombre de 16, la progression devient 
arithmétique. En diminuant alors le second nombre de 2, la suite formée 
par le premier nombre et les deux autres ainsi modifiés est une pro- 
gression géométrique croissante. Quels sont ces nombres? 

543. Déterminer les côtés d'un triangle connaissant le côté a et sachant 
que les côtés a, b, c, et la hauteur À abaissée sur le côté a sont en pro 
gression géométrique. 

544. Trouver trois nombres en progression géométrique connaissant leur 


, 13 
somme 26 et la somme de leurs mverses ae 









545. Démontrer que si trois quantités sont à la fois en progression 
arithmétique et en progression géométrique, elles sont égales. 

546. Les nombres 12, 20 et 35 peuvent-ils faire partie d’une pro- 
gression géométrique ? 

547. Connaissant le premier terme 4, le dernier 972 et la somme 1456 
des termes d'une progression géométrique, trouver le nombre des termes 
et la raison. 

548. Connaissant le premier terme 5, la raison 2 et la somme 315 des 
termes d'une progression géométrique, trouver le dernier terme et le 
nombre des termes. 

549. Connaissant le premier terme 7, la raison 3, le dernier terme 567 
d'une progression géométrique, trouver la somme des termes et le nombre 
des termes. 

550. Une personne propose de donner à une autre personne 1 franc le 
1e janvier, 2 francs le 2, 3 francs le 3, et ainsi de suite jusqu’à la fin du 


mois, à la condition que la seconde rende à la première —— centime le 
1000 $ 


1er février, 


# 


de suite jusqu'au 28 février. Régler le compte des deux personnes à la fin 
de février. 
551. On donne une progression géométrique 





à ) a 4 1 Wie AS: 
à centime le 2 février, in centime le 3 février, et ainsi 
10 


SH UT 
et une progression arithmétique 


#0. b+r. b+br.……. 


EXERCICES. 493 


Trouver les conditions pour que : 


1° Le produit de deux termes quelconques de la première fasse partie 
de cette progression ; 

2 La somme de deux termes quelconques de la seconde fasse partie de 
cette seconde progression ; | 

3° La somme de deux termes quelconques de la seconde progression 
corresponde au produit des termes de même rang pris dans la première. 

552. On donne un cercle O qu'on divise en huit parties égales; on mène 
les rayons OA, OB, OC... qui vont aux points de division. De À on abaisse 
la perpendiculaire AP sur OB; de P on abaisse la perpendiculaire PQ sur 
OC et ainsi de suite. Calculer la longueur de la ligne brisée ainsi obtenue 
après avoir fait un tour complet. 


LOGARITHMES,. 


553. Résoudre l'équation : 
log (20 x—+ 12) + log(32 x — 8) — log 15. 
554, Trouver la valeur de x fournie par l'équation : 
log V72 +3 + log V3æ +5 — 1 + log 4,5. 
555. Résoudre : 
log (72— 9) + log (32— 482. 
556. Résoudre sans le secours des tables : 


&log= + 3085 = 5 log æ — log 27. 


557. Pour quelles valeurs de » l'équation 


a2 —\/2 x + log n —0 
a-t-elle des racines ? 
558. Trouver un nombre entier +, el que le double de son logarithme 


vulgaire surpasse d'une unité le logarithme du nombre AE 
10 
559. Calculer par logarithmes la valeur de x donnée par 
D, —— — 
a 29,858 x V (17,537 
560. Calculer 


Le 
—————_— 


5 ÿ = 
2 = 170 / ERA 
V5 


al "3729 <[1,032/0% (0,6485/5 
0,0021 X V/7863 


564. Calculer 


LA » | , À a VE ‘À LEA ‘ vi VS US re 
: < jets 2 
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562. Calculer 







68745>x Voot 
5 SLSSRE 
5% 7256 0,678 


563. Calculer 25 VA x V0,000253 
L — —————— 


rs 
V0,037 
564. Calculer par logarithmes le côté du carré équivalent à la couronne 
comprise entre deux cercles concentriques donnés par leurs rayons 
R=re 20 r — 0% 3458. 
565. Quelle serait la raison d’une progression géométrique commençant 
par 10, le dernier terme étant 100 et ayant en tout 10 termes? 
566. Trouver la raison d'une progression géométrique ayant pour termes 
extrêmes 1 et 65 536, et comprenant 17 termes en tout 
567. On a un tonneau renfermant 228 litres de vin; chaque jour on 
relire du tonneau un litre, qu'on remplace par un litre d'eau. Au bout de 


combien de jours le tonneau renfermera-t-il des quantités égales d’eau et 
de vin? 





INTÉRÊTS COMPOSÉS 


568. Un père place 500 francs par an à 4 o/o et à intérêts composés, 
pour constituer une dot à sa fille, âgée de 8 ans.'Quel sera le montant de 
cette dot, sachant qu'elle doit être réalisée quand la jeune fille aura 
20 ans? 

569. Une personne place 600 francs au commencement de chaque année 
à 5 vJo et à intérêts composés; au bout de combien de temps possèdera- 
t-elle 20 000 francs? 

570. Une personne place tous les ans, pendant 25 ans, 300 francs à 
intérêts composés à 3 0/0. Un an après le dernier placemenf, elle a retiré 
Goo francs et a continué à retirer tous les ans 6oo francs pendant 
10 ans. Calculer ce qui lui reste. 

574. Un industriel a emprunté, le 1° janvier 1899, une somme de 
33640 francs dont 1l s’est acquitté en deux paiements égaux chacun à 
19948f#,10. Le:premier de ces paiements a été effectué le 1° janvier 1901 
et le second le 1°" janvier 1903. On demande à quel taux exact l'emprunt 
a été fait, sachant que, pour ces sommes, on a tenu compte des intérêts 
composés. 

572.. Une somme de 400 000 francs a été placée à intérêts composés; si 
on l’eût laissée un an de moins, on aurait touché une somme inférieure de 
22050 francs à celle qu'on a touchée; on aurait touché 23 152f,50 de 
plus qu'on n'a touché si on avait laissé la somme placée pendant un an de 
plus. Trouver le taux et la durée du placement. 

513. Deux capitaux, dont l’un est de 393 francs plus grand que l’autre, 
sont placés, le plus petit à 5,25 0/0, le plus grand à 3,25 0/0. Quels sont 
ces capitaux, sachant qu'au bout de 40 ans le plus petit est devenu le 
double de l'autre. | 
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à cinq décimales. 
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“008 
072 
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791 
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990 
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206 


270 
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461 
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56 TABLE DE LOGARITHMES À QUATRE DÉCIMALES 


37 || 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5529 || 5540 | 5550 | 5563 | 5975 | 5:86 À 
38 || 5798 | 580y | 5821 | 5832 | 5843 || 5855 | 5866 | 5857 | 5888 | 5899 : 
39 || 5011 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 |! 5966 | 5997 | 5988 | 5999 | 6010 


40 || 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 || 6075 | 6085 | 6096 | 61079 | 6113 
41 |16128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6190 || 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222 
42 || 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 || 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325 
43 116335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6355 [16385 | 6305 | 6405 | 6415 | 6425 
44 || 6435 | 6444 | 6454 16464 | 6474 116484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6592 


45 || 653 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 || 6580 | 6590 | 6590 | 6600 | 6618 
46 || 6628 | 6633 | 6616 | 6656 | 666511 66-5 | 6684 | 6603 | 602 | 6712 
47 || 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6958 || 6567 | 6776 | 6385 | 6794 | 6803 
48 || 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 || 6857 | 6866 | 6875 | 6884 | 6893 
49 |! 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 || 6946 | 6955 | 6964 | 6972 | 6987 


50 || 6990 | 6998 | 5007 | 7016 | 7024 || 7033 | 5042 | 7050 | 5059 | 7067 
51 || 5076 | 7084 | 5093 | 7ro1 | 5110 || 79118 | 7126 | 79135 | 7143 | 152 
52 || 7160 | 7168 | 7199 | 7185 | 7193 || 7202 | 9210 | 7218 | 7226 | 9235 
53 || 9243 | 9251 | 9259 | 7265 | 7295 || 9284 | 79292 | 7300 | 9308 | 7316 
54 || 9324 | 7332 | 9340 | 1348 | 7356 || 3364 | 3372 | 7380 | 7388 | 7396 


TS CR 
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498 TABLE D'ANTILOGARITHMES A OUATRE DÉCIMALES 


ERP A RÉ ER PL ER D PE PU DE D RE AE 
A 28e Vo RP D le 6-|-°70850080 
00 || 1000 | 1002 | 1005 | 1007 | 1009|| 1012 | 1014 | 1016 | 1019 | ro21 
O1 || 1023 | 1026 | 1028 | 1030 | 1033 || 1035 | 1038 | 1040 | 1042 | 1045 
02 |[1047 | 1050 | 1052 | 1054 | 1055 || 1059 | 1062 | 1064 | 1067 | 1069 
03 || 1072 | 1074 | 1076 | 1079 | 1081 || 108% | 1086 | 1089 | 1091 | 1094 
04 || 1096 | 1099 | 1102 | 1104 | 1107/1109 | rr12 | 1114 | 1119 | 1119 
05 || 1122 | 1125 | 1129 | 1130 | 1132 || 1135 | 1138 | 1140 | 1143 | 1146 
06 ||1148 | 1151 | 1153 | 1156 | r159{| 1161 | 1164 | 1167 | 1169 | 1192 
07 ||1195 | 1198 | 1180 | 1183 | 1186 || 1189 | r191 | 1194 | 1197 | 1109 
08 || 1202 | 1205 | 1208 | 1211 | 1213 || 1216 | 1219 | 1222 | 1225 | 1227 
09 || 1230 | 1233 | 1236 | 1239 | 1242 || 1245 | 1247 | 1250 | 1253 | 1556 
40 || 1259 | 1262 | 1265 | 1268 | 1271 || 1274 | 1276 | 1299 | 1282 | 1285 
44 || 1288 | 1291 | 1294 | 1297 | 1300 || 1303 | 1306 | 1309 | 1312 | 1315 
42111318 | 1321 | 1924 | 1829 | 1330 || 1334 11337 l 1340 l 1559 00 
43 111349 | 1352 | 1355 | 1358 | 1361 || 1365 | 1368 | «371 | 1394 | 1399 
44 || 1380 | 1384 | 1387 | 1390 | 1393 || 1396 | 1400 | 1403 | 1406 | 1409 
45 ||1413 | 1416 | 1419 | 1422 | 1426 || 1429 | 1432 | 1435 | 1439 | 1442 
46 ||1445 | 1449 | 1452 | 1455 | 1459[1 1462 | 1466 | 1469 | 1452 | 1496 
47 || 14799 | 1483 | 1486 | 1489 | 1493 || 1496 | 1500 | 1503 | 1507 | 1510 
18 |! 1914 | 1519 | 1521 | 1524 | 1528 || 1537 | 1535 | 1538 | 1542 | 1545 
19 111549 | 1552 | 1556 | 1560 | 1563 | 1569 | 1590 | 1574 | 1598 | 1587 
20 || 1585 | 1589 | 1592 | 1596 | 1600 |! 1603 | 1609 | 1611 | 1614 | 1618 
21 || 1622 | 1626 | 1629 | 1633 | 1637 || 1641 | 1644 | 1648 | 1652 | 1656 
22 || 1660 | 1663 | 1669 | 1671 | 1635 || 1679 | 1683 | 1689 | 1690 | 1694 
23 || 1698 | 1702 | 1906 | 1910 | 1914] 1918 | 1922 | 1726 | 1930 | 1934 
24 || 1938 | 1742 | 1746 | 1950 | 195411 1958 | 1962 | 1766 | 1970 | 1974 
25 || 1778 | 1782 | 1786 | 19091 | 1995 || 1999 | 1803 | 1807 | 1811 | 1816 
26 || 1820 | 1824 | 1828 | 1832 | 1835 || 1841 | 1845 | 1849 | 1854 | 1858 
27 || 1862 | 1866 | 1871 | 1895 | 1879 || 1884 | 1888 | 1892 | 1899 | 1901 
28 || 1905 | 1910 | 1914 | 1919 | 1923 || 1928 | 1932 | 1936 | 1941 | 1945 
29 || 1950 | 1954 | 1959 | 1963 | 1968 || 1972 | 1977 | 1982 | 1986 | 19917 
30 || 1995 | 2000 | 2004 | 2009 | 2014 || 2018 | 2023 | 2028 | 2032 | 2037 
31 ||2042 | 2046 | 2051 | 2056 | 2061 || 2065 | 2070 | 2075 | 2080 | 2084 
32 || 2089 | 2094 | 2099 | 2104 | 2109/| 2113 | 2118 | 2123 | 2128 | 2133 
33 |[2138 12143 | 2148 | 2153 | 2158 || 2163 | 2168 | 2173 | 2198 | 2183 
34 ||2188 | 2193 | 2198 | 2203 | 2208 || 2213 | 2218 | 2223 | 2228 | 2234 
35 || 2239 | 2244 | 2249 | 2254 | 2250 || 2265 | 2250 | 2275 | 2280 | 2286 
36 || 2291 | 2206 | 2301 | 23307 | 2312 || 2319 | 2323 | 2328 | 2333 | 2339 
37 ||2344 | 2350 | 2355 | 2360 | 2366 || 2371 | 2377 | 2382 | 2388 | 2393 
38 ||[2399 | 2404 | 2410 | 2415 | 2421 || 2427 | 2432 | 2438 | 2443 | 2449 
39 112455 | 2460 | 2466 | 2492 | 2439 || 2483 | 2489 | 2495 | 2500 | 2506 
40 ||2512 | 2518 | 2523 | 2529 | 2635 || 2541 | 25439 | 2553 | 2559 | 2564 
44 |[2590 | 2576 | 2582 | 2588 | 2594 || 2600 | 2606 | 2612 | 2618 | 2624 
42 |[2630 | 2636 | 2642 | 2649 | 2655 || 2661 | 2667 | 2673 | 2679 | 2685 
43 || 2692 | 2698 | 2704 | 2910 | 2716 || 2723 | 2729 | 2735 | 2742 | 2748 
44 ||2354 | 2761 | 2967 | 2773 | 2980 || 2786 | 2593 | 2799 | 2805 | 2812 
45 |[2818 | 2825 | 2831 | 2838 | 2844 || 2851 | 2858 | 2864 | 2891 | 2877 
46 |[288/ | 2891 | 2897 | 2904 | 2911 || 2919 | 2924 | 2031 | 2938 | 2944 
417 || 2951 | 2958 | 2965 | 2972 | 2979 || 2985 | 2992 | 2999 | 3006 | 3013 
48 || 3020 | 3027 | 3034 | 3041 | 3048 || 3055 | 3062 | 3069 | 3076 | 3083 
49 113090 | 3097 | 3105 | 3112 | 3119 || 3126 | 3133 | 3141 | 3148 | 3155 
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Gmmmd PROFESSEUR DE SCIENCES NAT. AU LYCÉE CONDORCET Eng 
AGRÉGÉ DE L'UNIVERSITÉ. — DOCTEUR ÈS SCIENCES 
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in-16, avec 78 gravures, cart. toile L5# 


CONFÉRENCES DE GÉO- 


LOGIE (cl. de 2e À, B,C, D de 
J'Enseig. second, : vol. in-16 
avec 130 grav., une carte en coul. 


LEÇONS DE PALÉONTO- 
LOGIE ANIMALE (cl. de Phi 
los. et mathém. de lJ’Enseig. se« 
cond.) 1 vol. in-16, avec 70 grav., : 
cart. toile 


cart. toile ... 4 fr. 50 


COURS ELÉMENTAIRE DE GÉOLOGIE (Écoles normales pris 
maires. Écoles prim. supér. et Enseig. second. des Jeunes Filles. Nouv. 
éd. avec 200 grav. 1 vol. in-16, cart. toile.. ..,........... 2 fr. 50 


es AD. WURTZ 
Le SR EUD MEMBRE DE L'INSTITUT Qu 


AVEC LA COLLABORATION D’UNE SOCIÉTÉ DE CHIMISTES ET DE PROFESSEURS 
DICTIONNAIRE DE CHIMIE PURE ET APPLIQUÉE, chimie 
organique et inorganique, chimie appliquée à l’industrie, à l’agriculture et 
aux arts, chimie analytique, chimie physique et minéralogie. 5 vol. grand 
in-8, avec un grand nombre de figures, brochés 90 fr. » 
La demi-reliure en veau, plats papier, se paye en sus 3 fr. 50 par vol, 


SUPPLÉMENTAU DICTION- 
NAIRE:DE CHIMIE PURE 
ET APPLIQUÉE, publié par 
les mêmes, 2 vol. gr. in-8, avec 
un grand nombre de figures, 
brochés 38 fr. 50 


L'Ouvrage complet avec son sup- 
plément, 7 vol., br.. 425 fr. » 
7 vol., rel » 


La demi-reliure en veau, plats 
papier, se paye en sus 3 fr. 50 
par vol. 


3-1908-2*000 . 


DEUXIÈME SUPPLÉMENT 
AU DICTIONNAIRE DE CHI« 
MIE PURE ET APPLIQUEÉE 
de An. Wurrz, publié sous la direce | 
tion de Ch. FRiEDEL et C. CHABRIÉ. 
En cours de publication par fascis 
cules grand in-8 à 2 fr. 

En vente 7o fascicules. 
Tome Ier (A-B) 1 vol. br. 20 f€7 | 
Tome II ( C ) 1 vol. br. 20 fr. À 
Tome III (D-E) 1 vol. br. 20 fr. 
Tome IV (F.-G) 1 vol. br. 24 fr, 
Tome V ( H ) 1 vol. br. 46 fr. 
Tome VI( IP): 





vol. br. 26 fr. Ru 


AT: 
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LIBRAIRIE HACHETTE & C*, PARIS 


& Sciences Physiques et Naturelles 


LES OUVRAGES CI-DESSOUS ONT ÉTÉ RÉDIGÉS, REVUS OU REFONDUS 
CONFORMÉMENT AUX DERNIERS PROGRAMMES OFFICIELS 


LECLERC ou SABLON £— JULES GAY = 


PROFESSEUR D' ÈS SCIENCES 
LA FACULTÉ D°. SCIENCES DE TOULOUSE PROF. HT€ AU LYCÉE LOUIS-LE-GRAND 


LECTURES SCIENTIFIQUES 
sur J'HISTOIRE NATURELLE. 
1 vol. in-16, cart. toile... 5 fr. 


LECTURES SCIENTIFIQUES, 
PHYSIQUE ET CHIMIE. 2e 
édit., 1 fort vol. in-16, c. toile 5 fr. 


Gmmmmmmm JOLY ET LESPIEAU fem) 


-—— MAITRE DE CONFÉRENCES À LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 


COURS ÉLÉMENTAIRE DE CHIMIE. Trois volumes in-16, broches : 


Chimie générale. — Métalloïdes. Nouvelle édition, ‘refondue conformément à 
l'arrêté ministériel du 27 juillet 1905 (Mathématiques spéciales, — Ecoles 
Polytechnique, Normale et Centrale), par M. LESPIEAU. 1 vol 5 fr, » 

Métaux et Chimie organiques, nouv. édit. revue par M. LesPieAU. 1 vol, 5 fr. » 

Mantipulations chimiques, nouvelle édition, r volume, 2f 


Le cartonnage toile de chaque volume se paie en plus : 50 cent. 


PRÉCIS DE CHIMIE (Écoles normales prim., Écoles prim. supér. et Enscig. 
second. des Jeunes Filles), nouv, édit., 1: vol. in-16, avec fig., cart. toile. 3 fr. 


2 Epx. PERRIER . 


DIRECTEUR 
DU MUSEUM D'HISTOIRE NATURELLE 


ZOOLOGIE, nouvelle édition re- 


fondue (classe de sixième À et B). 
1 volume in-16, avec figures, car- 
tonnage toile TR VI ee 


M. L. MANGIN 


PROF. AU LYCÉE LOUIS-LE-GRAND 


Dose: set 
COURS ÉLÉMENTAIRE DE 
BOTANIQUE, nouv. édit. refon- 


due (cl. de cinquième A et 7: 1 vol. 
in-16, avec fig., cart. toile 3 fr. 50 


€ En. RETTERER = 


PROFESSEUR  AGRÉGÉ D ANATOMIE 
FACULTÉ DE MÉDECINE DE PARIS 


ANATOMIE ET PHYSIOLO- 
GIE ANIMALES. 2° édition, re- 
fondue. 1 vol. in-16, avec figures, 
cartonnage toile.....,. 6 fr. » 


Re 
‘ 
ne 


PRINCIPES D'HYGIÈNE (clas- 
ses de philosophie À et B et de ma- 
thématiques élémentaires À et B). 
3 vol. in-16, cart. toile 3 fr. » 


ANATOMIE ET PHYSIOLOGIE VÉGÉTALES, nouvelle édition 
refondue (classes de philosophie À et B et de mathématiques élémentaires À 
et B), 1 vol. in-16, avec fig. et planches en couleur, cart. toile, B fr. » 





CSD 





